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Cinquième conférence

La création des cycles par des chocs aléatoires. Synthèse entre

les points de vue de probabilité et les points de vue des lois 

dynamiques déterminées.

Pour indiquer la nature des phénomènes que je vais exposer dans cette conférence, je commence par un exemple extrêmement simple : soit 
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 une fonction donnée du temps. Si nous ne connaissons que les valeurs de 
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 pour des points de temps discrets par exemple t = 1,2, … etc., nous disons que 
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 est une série temporelle. Ce sont de telles séries temporelles connues à des points de temps discrets que nous rencontrons dans la littérature statistique. 

Il est un procédé très commun employé en statistique pour aplanir une série temporelle : employer ce qu’on appelle une moyenne mobile. Si on a par exemple une série temporelle à données mensuelles, on forme une moyenne mobile de 12 termes de la manière suivante : supposons que janvier 1900 soit la première donnée, alors on fait la somme des 12 mois de l’année 1900. On divise cette somme par 12 et on considère le résultat comme la nouvelle ordonnée au milieu de cette année, c'est-à-dire entre le mois de juin et juillet. Ensuite on se déplace d’un mois vers la droite on fait la somme des 12 mois à partir de février 1900 jusqu’à janvier 1901. On divise cette somme par 12 et on considère cette somme comme la nouvelle ordonnée au milieu des 12 mois qu’on a maintenant employés, c’est-à-dire en un point de temps entre juillet et août 1900, et ainsi de suite. En employant un tel procédé, on arrive évidemment à aplanir les petites oscillations irrégulières qui se produisent d’un mois à l’autre, et l’aplanissement de ces petites oscillations est justement la raison d’être du procédé. Le procédé est employé partout et dans une large mesure. Mais il paraît que très souvent, on ne se rend pas compte des véritables conséquences qui peuvent en découler. 

Pour bien mettre en relief ces conséquences, supposons que nous ayons une série temporelle aléatoire
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. Pour l’objet que je poursuis pour le moment je définis la nature aléatoire de 
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 en disant simplement que 
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 est approximativement non auto-corrélée. Cela veut dire qu’il n’y a presque pas de corrélation entre une observation et l’observation au point de temps suivant, de même, il n’y a presque pas de corrélation entre l’observation à un point donné et l’observation qui se trouve deux unités de temps avant, etc. Je ne fais ici aucune autre hypothèse sur la distribution de la variable. Dans un grand nombre de cas qu’on rencontre dans la pratique, cette hypothèse de non auto-corrélation est remplie. 

Si, par exemple, on tire au sort des numéros d’une urne, et si on replace les numéros après chaque tirage, ou si le nombre de numéros dans l’urne est très grand, comme par exemple c’est le cas général pour une loterie, alors les numéros sortant de l’urne considérés comme une série temporelle seront une variable non auto-corrélée. A ce propos, je dois mentionner que pour les calculs expérimentaux que nous avons faits dans mon laboratoire statistique à Oslo, nous nous sommes servis des derniers chiffres des numéros tirés dans la loterie norvégienne, et nous avons considéré ces numéros comme une variable non auto-corrélée.

On peut même dire que c’est là la condition minimum nécessaire pour pouvoir considérer une variable comme aléatoire. En effet, s’il existe une tendance systématique quelconque dans la variable, elle doit se traduire par l’existence d’une corrélation dans un sens ou dans l’autre. 

Maintenant, supposons que nous appliquons une moyenne mobile à une variable aléatoire ainsi définie. Quel sera le résultat ? Vous direz peut-être que le résultat sera quelque chose de très aplani. Cela est vrai si vous pensez au fait que l’amplitude des oscillations de la nouvelle série sera plus petite que les fluctuations de la série originale. Mais cela signifie que l’échelle de la variable est diminuée. Vous n’avez qu’à faire un nouveau graphique à une échelle plus grande pour avoir l’impression de variations aussi grandes qu’avant. Ce qui nous intéresse surtout, c’est donc la forme temporelle des variations. Quelle sera alors la forme temporelle de la courbe obtenue en appliquant une moyenne mobile de m termes à une variable aléatoire. Chose assez surprenante, la courbe obtenue contient une oscillation cyclique avec une périodicité assez constante, la longueur de la période étant à peu près 70% de la longueur de la moyenne mobile, c’est-à-dire la période sera de 0.7 m. Il y aura aussi d’autres oscillations, par exemple un cycle avec une période de 0.4 m mais ce cycle là aura une amplitude plus petite. Il y aura encore d’autres fluctuations mais celles-là seront presque imperceptibles. 

Evidemment, c’est là un résultat qu’il est extrêmement important de reconnaître, si on se propose d’appliquer des moyennes mobiles. En effet, toute série que l’on rencontre dans la pratique contient un élément aléatoire à côté des variations systématiques que l’on se propose d’étudier. Si on ne connaît pas ce phénomène impliqué par l’application des moyennes mobiles, on pourra être conduit à interpréter des cycles fictifs créés par l’opération comme des variations réelles dans les données originelles. J’aurai pu vous relater des incidents très typiques qui se sont produits justement parce que l’observateur n’avait pas compris qu’il avait produit lui-même des cycles. 

De tels exemples peuvent être cités dans des domaines divers, non seulement dans l’économie mais aussi par exemple dans la météorologie. A une station météorologique très au Nord, et il n’est pas nécessaire de la nommer d’une façon plus exacte, on avait fait des observations journalières sur l’intensité horizontale magnétique. L’observateur a bien établi les variations de cette variable, par hasard, comme il le dit lui-même, il a d’abord traité ces variations par une moyenne mobile de 7 jours. Dans le résultat obtenu, il s’est aperçu de l’existence d’un cycle d’une longueur de 5 jours. Il s’est dit que si l’intensité horizontale magnétique montrait une telle oscillation, alors un certain autre phénomène, je pense que c’était la température à un certain endroit, doit montrer aussi une oscillation de 5 jours. Maintenant, c’est un principe très commun pour faire ressortir un cycle qui est plus ou moins voilé par la présence de cycles plus longs et peut-être par une tendance séculaire, d’appliquer à la série une longueur mobile dont la longueur est égale à la longueur du cycle en question. Ensuite, on prend la déviation de la série originelle de la moyenne mobile ainsi déterminée. Evidemment c’est là un procédé assez spécial qui doit être susceptible de faire ressortir le cycle en question, s’il est présent. C’est cette méthode que l’observateur avait employée sur la courbe de température pour déterminer si un cycle de 5 jours était présent et pouvait correspondre au cycle qu’il avait cru observer dans l’intensité horizontale magnétique. Les résultats étaient négatifs. Dans la courbe obtenue, il n’y avait pas trace d’un cycle de 5 jours, mais il y avait une autre chose qu’il trouvait très intéressante ; c’était un cycle de 3 jours et demi. Ensuite il s’est dit que s’il existait un cycle de 3 jours et demi à cette température, alors la température à une autre station devrait aussi exposer un cycle de 3 jours et demi. Et pour déterminer un tel cycle, le procédé logique pourrait être de prendre une moyenne mobile de 3 jours de grandeur. La différence entre la série originelle et cette moyenne, c’est ce qu’il a fait, et le résultat a été encore négatif : il n’existait pas de cycle de 3 ou 4 jours dans la courbe obtenue. Mais, ensuite, il découvrit une autre chose intéressante. C’était un cycle de deux jours, il a écrit encore une autre mémoire savant. Vous voyez bien que les cycles qu’il a découverts sont bien des cycles de longueur de 70% de la moyenne mobile employée.

D’une façon plus générale, considérons maintenant une opération linéaire arbitraire. C’est une moyenne mobile où entre un certain système de poids, que nous supposons un système absolument arbitraire. C'est-à-dire que les poids peuvent être positifs ou négatifs avec des valeurs arbitraires. Nous ne posons pas non plus la condition que la somme des poids doit être égale à l’unité. Une telle opération linéaire sera définie par l’équation 
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Ici L est l’opération qui opère sur la fonction ut , et Lx désigne les poids ; ces poids sont donnés à partir d’un ensemble de valeurs de x que nous supposons un ensemble fini, à distance finie. C’est-à-dire que Lx  s’évanouit pour les valeurs de x qui sont très grandes dans le sens positif ou négatif. δ est l’interdistance d’observation dans la série temporelle sur laquelle on opère. Une opération L par laquelle 
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 sera appelée une opération symétrique. Il est un fait assez intéressant que si on emploie une telle opération symétrique sur une fonction sinus, c’est-à-dire une fonction de la forme

(1b)
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où l’amplitude A, la phase a et la fréquence 
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 sont des constantes, alors le seul effet est que la fonction sera multipliée par une constante, indépendante du temps, dépendante naturellement de la nature de l’opération et aussi de la fréquence 
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 une fonction de la fréquence 
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. On peut exprimer ce fait en disant qu’un opérateur linéaire symétrique est factorisant si on l’emploie sur une fonction sinus. 
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 est le facteur d’opération. Il est d’ailleurs facile d’indiquer cette fonction sous forme explicite, nous n’avons qu’à insérer t+δx au lieu de t dans la formule (1b) et de nous servir de la formule qui donne le sinus d’une somme de deux termes. En faisant le calcul nous trouvons
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Cette fonction, nous l’appelons le graphe de l’opération, ou  d’une façon plus précise le graphe cosinus de l’opération pour distinguer avec un autre graphe que nous allons considérer tout à l’heure. La forme de ce graphe est assez caractéristique pour l’opération. Quelquefois il est commode de le représenter graphiquement comme une fonction de la fréquence 
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; quelquefois  comme une fonction de la période p, définie par  
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INSERER FIGURE 1 

La figure 1 indique le graphe de l’opération qui consiste à prendre une moyenne mobile de 100 termes. L’abscisse est ici p. Si on représente le même graphe en fonction de 
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, on obtient la figure 2.  

INSERER FIGURE 2

Une opération non symétrique a deux effets sur une fonction sinus. D’abord il multiplie l’amplitude de la fonction par une constante, et ensuite la phase s’accroît d’une certaine autre constante. Nous avons maintenant :
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L’accroissement de la phase v est déterminé par le graphe cosinus défini à l’instant et le facteur 
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est déterminé par le nouveau graphe
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que nous appelons le graphe sinus ; à l’aide des graphes 
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 et 
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, les caractéristiques
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 et v s’expriment ainsi
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Par cette définition, le facteur total, c’est-à-dire le graphe total 
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 est une fonction essentiellement positive tandis que 
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 et 
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 sont des fonctions qui peuvent changer de signe. 

Tout à l’heure je vais donner une interprétation des fonctions 
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 et 
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 du point de vue de la théorie d’inversion de Fourrier mais pour le moment cette définition tout à fait élémentaire sera plus commode. 

Maintenant si on emploie une telle opération linéaire sur une variable non auto-corrélée
[image: image32.wmf]t

e

, quel sera le résultat ? Cette question est intéressante dans une double perspective. D’abord, il faut savoir quelles sortes de cycles et autres fluctuations on pourra produire si on applique une telle opération à une série temporelle donnée. Si on ne connaît pas le résultat qui pourra être créé par cette opération, on risquerait de confondre des cycles fictifs ou autres tendances créées par l’opération avec des oscillations réelles qui existent dans les données. Ensuite, et c’est là une idée intéressante, justement du point de vue de l’interprétation de l’énergie qui maintient les oscillations économiques, on pourrait concevoir que la nature elle-même a pour ainsi dire appliqué une opération linéaire à des chocs aléatoires et construit ainsi les séries temporelles que nous observons. Alors l’existence des cycles dans nos observations sera expliquée si nous connaissons le système de poids que la nature a appliqué. La recherche de ce système de poids sera alors le problème central dans l’explication des cycles. Et d’autre part, il faudra connaître la loi exacte par laquelle des chocs aléatoires se transforment en cycles par l’intermédiaire d’une opération linéaire. 

Ce dernier problème peut être formulé avec un peu plus de précision ainsi : soit un système donné de poids. La connaissance de ce système de poids permet de déterminer a priori la nature des cycles et autres tendances qui seront créées si cette opération est appliquée à une variable non auto-corrélée. Voilà le problème que je me propose d’étudier dans cette conférence. Je crois que je peux donner une réponse presque complète à cette question. 

Il est bien évident que le problème tel que nous l’avons formulé ici doit être intéressant aussi du point de vue de la physique. Il existe probablement bien des cas de physique qui doivent se présenter sous une forme tout à fait analogue. En effet, le schéma théorique que nous considérons n’est en somme pas autre chose que le schéma d’un résonateur linéaire dans l’acoustique et dans la théorie des ondes électriques. Je ne suis pas assez au courant des travaux qui ont été faits dans cette matière pour pouvoir expliquer la position correcte du problème physique mais il me semble qu’il doit avoir ici un point de contact intéressant entre les sciences sociales et les sciences physiques. 

Pour étudier le problème que je viens de poser, il faut d’abord dire quelques mots sur l’analyse spectrale des séries temporelles. L’analyse spectrale aussi appelée l’analyse harmonique ou encore l’analyse de périodigramme, est une analyse basée sur la construction d’une courbe dite le spectre ou le périodigramme de la série temporelle étudiée. Le spectre est une courbe par laquelle on exprime les propriétés oscillatoires de la courbe originelle. D’une façon plus précise, on construit une courbe qui indique si un certain type d’oscillations est présent ou non, et s’il est présent quelle est son amplitude. 

Pour indiquer les éléments de l’analyse spectrale, considérons d’abord une fonction w(t) se composant d’un nombre n de forme sinus, c’est-à-dire une fonction donnée par 

(2)
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où chaque terme est défini par 
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Chaque terme est caractérisé par la fréquence
[image: image35.wmf]a

, son amplitude Ak et sa phase ak. La période de ce terme est 

(4)

[image: image36.wmf]k

k

p

a

p

2

=

.

Nous allons représenter les éléments essentiels caractérisant cette fonction d’une façon graphique sur la  figure 3. 
INSERER FIGURE 3

D’abord, nous indiquerons sur un axe
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 qui correspondent aux fréquences présentes dans la fonction w(t). A chaque point ainsi marqué, nous construisons une perpendiculaire dont la longueur sera égale à l’amplitude du terme considéré.  Nous n’avons pas représenté ici les phases. On peut le faire si on veut en écrivant chaque terme sous la forme : 

(5)
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et représenter les quantités 
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comme perpendiculaires au-dessous de l’axe 
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et les constantes 
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comme perpendiculaires au-dessus de cet axe. Mais nous n’insistons pas sur cette représentation. Les phases n’entrent pas d’une façon essentielle dans l’analyse qui suit. Supposons maintenant que le nombre des termes en (2) s’accroît, nous aurons alors un très grand nombre de perpendiculaires à construire sous l’axe
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. Il ne sera pas commode de les marquer tous. On pourra être amené à traiter ces perpendiculaires de la même façon que l’on traite des observations individuelles dans une série statistique. On note alors seulement la densité des observations qui tombent sur un petit intervalle de l’attribut. C’est ce que nous allons faire ici aussi. Nous introduisons la densité spectrale 
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, exprimant le rapport entre la somme de toutes les amplitudes A qui se trouvent sur le petit intervalle 
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, et l’extension d
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de cet intervalle. Cette densité peut être interprétée si on veut comme la densité de masse d’une distribution statistique ou bien si l’on veut comme l’intensité de lumière à un point donné d’un spectre.

On doit donc noter que la densité spectrale que nous considérons ici est une densité par unité de fréquence, non pas une densité par unité de longueur avec laquelle on mesure la période.

La fonction totale w(t) sera maintenant :

(6)
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 et 
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 étant les limites en dehors lesquelles il n’y aura pas de masse  et où 
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 est une fonction de phase qui ne joue aucun rôle. 

Supposons maintenant que nous avons obtenu la fonction totale w(t) sur un certain intervalle de temps. Fixons alors un point de temps quelque part dans cet intervalle et considérons la fonction (7) : 

(7)
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Une simple transformation de la formule (7) permet de l’écrire sous la forme :

(8)
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La fonction 
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dépend évidemment aussi du point t0 qu’on a choisi mais, pour notre objet, il n’est pas nécessaire d’indiquer cela explicitement.

Si nous supposons que nous connaissons la fonction w(t) sur un intervalle fini dans les deux sens, alors c’est une conséquence de la formule d’inversion de Fourrier que la limite vers laquelle tend la fonction 
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quand T tend vers l’infini détermine le spectre
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sera appelé le périodigramme et 
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le spectre.

L’analyse spectrale ou analyse harmonique dans le sens que je viens d’indiquer a été étudié par divers auteurs. Les origines de cette analyse se trouvent dans les idées du développement de Fourrier, mais ce n’est que Schuster qui a élaboré la méthode sous une forme pratique et tout récemment M. Wiener a beaucoup approfondi la question en développant des méthodes d’une grande généralité.

Je tiens à faire quelques remarques générales sur la valeur de la méthode spectrale comme moyen d’analyse des séries temporelles et en particulier en ce qui concerne les séries économiques. Il est hors de doute que cette méthode peut rendre des services dans certaines investigations théoriques. Mais il me semble que l’application de la méthode a été exagérée. Souvent on l’a appliquée d’une façon purement formelle pour faire la description d’une série empirique donnée. On s’est laissé entraîner par la beauté des formules.

On peut par exemple démontrer, sous des conditions très générales, qu’un spectre construit d’après la méthode de l’analyse spectrale renferme toute l’information relative à la courbe originelle. C’est-à-dire que l’on peut démontrer qu’à un spectre donné, il correspond une et une seule courbe temporelle. Pourtant du point de vue d’une vraie interprétation de la courbe originelle donnée, cela n’a fait que reculer le vrai problème. On a considéré quelques fois l’analyse d’une série temporelle comme plus ou moins achevée quand le spectre était construit : ce qui, à mon avis, n’est pas correct. Pour beaucoup de problèmes, le spectre n’est qu’un point de départ. La partie la plus intense de l’analyse est quelque chose qui vient après la construction du spectre et que l’on peut appeler l’analyse directe de la forme temporelle.

Je prends un exemple. Considérons une courbe temporelle qui est la somme de deux fonctions sinus avec des périodes, des phases et des amplitudes différentes. Supposons que la différence de période entre les deux fonctions est petite, la forme temporelle de la courbe totale aura un caractère bien connu. Elle va montrer ce que l’on appelle l’effet de battement. La courbe va évoluer en oscillations presque périodiques. Les périodes ne sont pas tout à fait constantes, il y a une très petite variation de longueur, mais approximativement, la période sera une période moyenne entre les périodes des deux composantes de la série. L’amplitude de la courbe totale va varier d’une façon périodique. On peut s’en rendre compte intuitivement : quand les deux courbes sont en conjonction, alors leur amplitude va s’ajouter pour donner l’amplitude de la courbe totale. Mais au fur et à mesure que nous nous déplaçons dans le temps, la composante dont la période est la plus petite, va être distancée par l’autre composante, l’amplitude de la courbe totale va donc diminuer, et après un certain laps de temps, les deux composantes seront en phase opposées, et alors l’amplitude de la courbe temporelle sera la différence entre les amplitudes des composantes. Maintenant l’amplitude de la courbe totale a son minimum et à partir de ce moment là, l’amplitude de la courbe temporelle va encore croître. Nous avons la situation que dépeint la figure 4. 
INSERER FIGURE 4

Il est facile de voir que la période de battement, c’est-à-dire quand la distance entre deux points du temps où l’amplitude étudiée est à son maximum, dépend d’une façon simple de la différence entre les périodes de la courbe des composantes ; la période de battement est d’autant plus longue que la différence entre les périodes des constantes est plus petite.

Pour un grand nombre de problèmes, cette forme temporelle que nous avons exposée ici, c’est-à-dire l’effet de battement, la période de battement, etc., est justement la chose intéressante à connaître. Mais la simple construction du spectre de la fonction ne nous renseigne pas du tout sur ces questions. La seule chose sur laquelle le spectre va nous renseigner c’est sur l’existence de deux composantes, sur leurs fréquences et leurs amplitudes. L’effet de ce battement lui-même ne sera pas expliqué par le spectre. En ce sens, le spectre est simplement une donnée à partir de laquelle il est possible de déduire l’effet de battement. Mais cette déduction, et une partie de l’analyse qui vient s’ajouter à la construction du spectre, et cette dernière analyse, qui est l’analyse de la forme temporelle elle-même, est très souvent la chose la plus intéressante.

Dans l’exemple cité où il n’y avait que deux composantes, l’analyse de la forme temporelle était donc très simple, presque intuitive, mais dans d’autres cas il y a un grand de composantes où il y en a même peut-être un nombre infini, alors l’étude de la forme temporelle peut devenir une recherche plus délicate.

D’un autre côté, l’analyse spectrale a un inconvénient qui est souvent très prononcé principalement dans les applications l’économie politique. C’est que l’analyse spectrale, pour donner des résultats intéressants, doit être établie sur une distance très longue dans les deux directions. Supposons même que nous connaissons la courbe étudiée jusqu’à l’infini. Pour étudier la nature de la courbe à un point donné, on fait donc entrer toute l’information composée sur la courbe étudiée, même en des points qui sont très éloignés du point considéré. En ce sens, la méthode spectrale est une méthode totale. Il est évident que, dans la  matière de questions sociales, c’est là une manière de procéder très peu plausible. Il faut faire entrer ici des méthodes locales, c’est-à-dire des méthodes où on étudie la forme des courbes dans la proximité d’un point donné, en ne faisant entrer en jeu que les points de la courbe qui sont dans cette proximité même. Par exemple, pour étudier les oscillations cycliques dans la dernière moitié du 19ème siècle, il ne paraît pas plausible de faire entrer en jeu, avec le même poids, l’évolution sur la forme des courbes. Au commencement du 19ème siècle, il y avait une méthode qui permettait pour ainsi dire de passer d’une façon continue d’un point de temps à un autre point de temps. Une telle méthode plus simple sera l’objet de la septième conférence.

J’ai tenu à présenter ces remarques générales sur la méthode spectrale, pour que l’emploi que je fais aujourd’hui de cette méthode ne vous donne pas l’impression que c’est là l’outil par excellence, l’outil que je vous recommande pour l’analyse des séries temporelles. 

Ceci dit je passe maintenant à l’analyse de l’effet de battement dans le cas d’un spectre continu. C’est justement une de ces analogies par lesquelles il faut compléter l’analyse spectrale dans le sens restreint. Nous supposons que nous avons donné une fonction de temps de la forme (6) où les limites d’intégration sont assez rapprochées, c’est-à-dire où les formes dont se compose la fonction (6) ont à peu près la même fréquence. Et on se demande quelle sera le forme temporelle de la courbe longue. On doit s’attendre à ce qu’il se produise aussi dans ce cas un certain effet de battement quand il n’y a pas une très grande différence entre 
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 et 
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. C’est-à-dire qu’on doit s’attendre à ce que la forme temporelle ressemble à une oscillation périodique avec une fréquence qui sera une sorte de moyenne  entre les fréquences représentées sur l’intervalle
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. Nous sommes en particulier intéressés par l’analyse de la variation de cette amplitude et de l’amplitude moyenne. 
Pour cela il faut exprimer w(t) sous une forme  qui fasse ressortir cette amplitude et sa variation dans le temps. Nous introduisons une fréquence 
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 qui, en principe, sera arbitraire, mais qui, en pratique, sera une espèce de moyenne entre les fréquences sur lesquelles l’intégrale (6) est prise par exemple :

(10)
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Sous le signe sinus dans la formule (6) nous ajoutons ou soustrayons la quantité
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, ce qui donne
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L’intégrale (6) sera donc réduite à 

(12)
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où 

(13)
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Mais (12) peut être mise sous la forme   

(14)
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où 

(15)
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ou encore

(16)
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La phase vt est définie par 

(17)
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Nous appellerons Ct l’amplitude instantanée. 

L’amplitude moyenne sera définie par 

(18)
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En exécutant une intégration par rapport à t sur l’intégrante de (16) et ne changeant les limites d’intégration d’une façon convenable nous aurons 

(19)
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Pour évaluer cette intégrale, nous faisons usage du théorème de moyenne de Dirichlet est exprimé par la formule

(20)
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Cette formule est exacte pour des fonctions f(x) d’une classe très générale. On peut se rendre compte d’une façon intuitive de la validité de ce théorème. 

En effet, l’intégrale (20) peut être écrite

(21)
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ce qui montre que la fonction 
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 peut être considérée comme une fonction de pondération de l’intégration. Cette fonction a un fort amortissement. Donc si T est très grand, alors presque toute la pondération sera concentrée au point x=0. En effet si 
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est un nombre très petit la valeur 
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sera pondérée par 
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qui est un nombre très petit, même si 
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est assez petit pourvu seulement que T soit très large. 

D’une façon intuitive, nous pouvons donc conclure que l’intégration va donner comme résultat tout simplement f(0) multipliée par la somme des poids. Cette somme de poids n’est que l’intégrale de la fonction
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. Quand T est grand l’intégrale sera étendue  de 0 à l’infini et cette intégrale est égale à 
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 ; ce qui démontre intuitivement (20). Appliquons cette formule à (19), nous avons :

(22)
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La conclusion la plus intéressante à retenir ici est que, si le spectre est continu, l’intégrale du carré de Ct sur un très grand intervalle, sera une constante qui n’accroît pas avec l’intervalle d’intégration. La courbe temporelle wt sera donc presque une courbe où la grande diversité de fréquences que nous avons supposée sur le petit intervalle de fréquences 
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va produire un effet où en moyenne l’amplitude sera très petite. Evidemment cela n’empêche pas qu’en certains points discrets du temps, l’amplitude de la courbe totale peut être assez élevée, mais ces points de temps seront alors très rares.

Supposons maintenant que la fonction temporelle w(t) est une fonction obtenue en appliquant une opération linéaire à une variable non auto-corrélée. 
Si nous connaissons le périodigramme P de cette fonction, nous aurons maintenant les moyennes pour calculer les caractéristiques les plus importantes de la temporelle w(t). Mais la détermination du périodigramme P dans ce cas n’est pas difficile. En effet, supposons d’abord que les intégrations dans (8) soient approximées par des sommes discrètes, le périodigramme sera donc déterminé par

(23)
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Si nous faisons
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alors nous aurons 

(24)
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où la sommation sur h va s’effectuer de – N jusqu’à N+k quand k est négatif et de h=k-N jusqu’à h=N quand k est positif. Maintenant si la variable est non auto-corrélée et si sa moyenne est égale à 0, alors nous trouverons en exécutant la sommation sur h qu’il ne reste que des termes où k=y-x, c’est-à-dire que nous aurons : 

(26)
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où la sommation sur h est maintenant étendue de (-N+x) jusqu’à (N+y) si x est plus grand que y, et de (-N+y) jusqu’à (N+x) quand x est plus petit que y. On peut noter que cette opération de sommation est symétrique en x-y, et le nombre de termes de la sommation est 
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Si nous supposons que l’écart quadratique de la variable aléatoire est sensiblement le même indépendamment du temps, alors nous pouvons écrire : 

(27)
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[image: image91.wmf]s

étant l’écart quadratique. Si l’étendue de l’opération L est plus petite par rapport à l’étendue de la sommation par laquelle on forme le périodigramme, alors la valeur absolue de la différence x-y sera toujours très petite par rapport au nombre 2N+1 et nous aurons simplement

(28) 
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où 
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 est le graphe de l’opération définie précédemment. 

La définition de 
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n’implique que les données relatives à l’opération L. Donc, le périodigramme de la série temporelle que l’on obtient en appliquant l’opération linéaire L où une variable aléatoire peut donc être déterminée a priori sans connaître la distribution temporelle de la variable aléatoire, pourvu seulement qu’elle soit non auto-corrélée. Les seules choses qu’il faut connaître c’est la nature de l’opération et l’écart quadratique de la variable considérée. 

**** (partie à éliminer ?*)
Pour vérifier cette formule par un exemple numérique, nous avons entrepris dans mon laboratoire statistique à Oslo le calcul suivant.
Nous avons pris comme variable aléatoire les trois derniers chiffres dans chaque tirage dans une série des tirages de la loterie norvégienne. A cette série nous avons appliqué une moyenne mobile de 100 termes. C’est là une opération dont le graphe de l’opération est indiqué par la figure 2 ou en fonction de 
[image: image95.wmf]a

 par figure 1. 
Nous devons donc nous attendre à ce que le périodigramme  de la courbe temporelle obtenu aura la même forme, celle du périodigramme étant déterminé par les constantes qui figurent dans la formule.

Nous avons construit le spectre sur un intervalle qui embrasse à peu près 2500 observations de la notre variable. Le résultat est indiqué dans la figure. [le graphe est manquant].
La ligne en pointillé est une ligne joignant les points déterminés empiriquement sur le périodigramme et la ligne pleine est le périodigramme théorique continu d’après la formule. Vous devez noter qu’il ne s’agit pas ici d’adopter une courbe de la forme en déterminant les constantes de la courbe  par un procédé des moindres carrés. La courbe pleine est prise directement telle qu’elle est donnée par la formule.
Je pense que c’est une complémentarité entre observations et théorie 

Le résultat obtenu jusqu’ici indique immédiatement la raison de l’existence d’un cycle de 0.7 de la longueur de la moyenne mobile, dans la série obtenue en appliquant une telle moyenne à une variable aléatoire. La présence de ce cycle est expliquée par la bosse rayée dans le graphe de l’opération [le graphe est manquant].

****

J’en viens maintenant à la question qui me semble plus importante encore : c´est de déterminer l’amplitude moyenne des cycles créés par l’application d’une opération linéaire à une variable aléatoire. 

Nous voyons que l’ordonnée du périodigramme P augmente indéfiniment quand la longueur de l’intervalle considérée, c’est-à-dire
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 augmente, d’une façon plus précise, elle augmente comme le carré de la longueur de l’intégrale. D’un autre côté, nous voyons par la formule (22) que l’amplitude de la courbe totale produite par ce spectre continu décroît jusqu’à 0 de manière inverse proportionnellement à la racine carrée de la longueur de l’intégrale quand le spectre est maintenu constant.

Maintenant la chose plausible paraît être de considérer l’amplitude moyenne prise sur le même intervalle sur lequel le périodigramme est considéré. En somme, cela signifie que nous utilisons dans les deux cas tout l’intervalle qui est à notre disposition. Sur cette supposition là nous obtenons pour l’amplitude moyenne : 

(29)
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J’ai fait toute une série de calculs expérimentaux pour vérifier cette formule. Je vais en mentionner quelques uns. J’ai d’abord construit une variable 
[image: image98.wmf]t
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, en tirant au sort les cartes d’un jeu de cartes, les cartes étant numérotées de 1 à 52. J’ai appliqué à cette variable une série d’opérations linéaires de formes diverses. En particulier je vais ici considérer 3 de ces opérations qui sont particulièrement simples.

D’abord je considère l’opération qui consiste à prendre une différence seconde à l’interdistance de 10, c’est-à-dire l’opération définie par 

(30)
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Ensuite je considère l’opération : 

(31)
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C’est-à-dire une moyenne mobile de 2 termes sur 20 unités séparées. Je vais considérer aussi cette même opération 
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où les termes sont séparés à deux. Finalement je considère l’opération 
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qui est simplement une moyenne mobile simple de 10 ans. A l’aide de ces opérations élémentaires, je compose les opérations suivantes
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Ces 3 opérations que nous allons considérer sont les opérations (A, B, C), et le graphe de ces opérations est donné par la figure 4 [le graphe est manquant], où 
[image: image106.wmf]a

est pris comme abscisse. Une simple inspection de ce graphe indique que nous devons nous attendre à trouver un cycle de 20 ans et un cycle de 7 ans. 

Dans les séries temporelles obtenues en appliquant les opérations ABC à la variable aléatoire formée par le tirage des cartes à jouer, ces deux cycles se manifestent aussi. Un de mes assistants a d’abord évalué par une simple analyse graphique des courbes temporelles obtenues les amplitudes moyennes de ces deux cycles, et il a trouvé le résultat suivant : après avoir fait cette évaluation, il a calculé l’amplitude moyenne et a trouvé les résultats suivants.)

INSERER TABLEAU 1

La concordance entre la théorie et l’observation me semble tout à fait satisfaisante.

Maintenant revenons à la question de l’interprétation de ces résultats du point de vue du maintien des oscillations économiques. 
Dans les conférences précédentes, j’ai d’abord discuté de certains systèmes de relations dynamiques, relations entre demande, offre et production et qui conduiraient à des oscillations amorties si on lâche le système à partir d’une position initiale et si on le laisse se développer tranquillement. Voilà qui paraît être un paradoxe puisque dans la pratique nous savons que les oscillations ne sont pas amorties, et il peut y avoir des changements d’amplitude, tantôt nous avons de violentes fluctuations, tantôt des fluctuations plus petites, mais il n’y a pas d’amortissement systématique. 

Le paradoxe se résout apparemment par le fait que, dans la pratique, le système ne peut pas se développer tranquillement.  Il est atteint par des chocs aléatoires de sortes très diverses. Dans la dernière conférence, j’ai montré que, si on laisser une variable développer tranquillement, elle va se mouvoir en oscillations amorties selon la formule :
(32)
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Par contre, elle va évoluer selon la formule suivante :
(33)
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si on l’expose à des chocs aléatoires à un nombre de points du temps t-x. 
En d’autres termes l’ordonnée de wt au point t sera déterminée en appliquant l’opération linéaire définie par 
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à la variable aléatoire et.

La théorie que j ai développée aujourd’hui montre immédiatement que la courbe temporelle 
[image: image110.wmf]t
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 va être une courbe contenant certaines oscillations non amorties et nous pouvons même indiquer a priori la nature de ces oscillations.

J’ai calculé un exemple numérique pour exposer cet effet. 
J’ai pris un pendule qui sera assujetti à la loi de maintien oscillatoire (32). Si on le laisse se développer par lui-même, j’ai posé 
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et la période p étant égale à 20. 

L’évolution du système, si on le laisse à lui-même, sera maintenant celui indiqué dans la figure. [le graphe est manquant].

Cette figure sera en même temps la représentation des poids qui entrent dans la formule (33). Nous avons calculé le développement du système en prenant comme variable aléatoire encore une série obtenue à partir des tirages de la loterie norvégienne et voici la courbe temporelle obtenue. [le graphe est manquant].

Un cycle d’environ 20 ans est manifeste.

Bien entendu il y a des irrégularités, mais cela rend l’analogie plus concrète encore à ce qu’il me semble.

Du reste il n’est pas difficile d’indiquer d’autres opérations linéaires qui peuvent produire des oscillations cycliques beaucoup plus régulières. Considérez par exemple l´ opération
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Le résultat après avoir appliqué cette opération au tirage des jeux de cartes que j’ai mentionné il y a un instant donne le résultat exposé dans la figure [le graphe est manquant].

Vous voyez qu’ici le cycle est extrêmement régulier et sa période est de 20 ans.
Le phénomène que j’ai discuté aujourd’hui me semble jeter une lumière intéressante sur le maintien des cycles économiques, et en particulier il démontre comment on peut opérer une synthèse entre le point de vue de probabilité et le point de vue des lois dynamiques déterminées.
Figure 1
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Figure 2
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Figure 3
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Figure 4 
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FIG5-4 [voir en marge page 9]  

Tableau 1. Amplitudes empiriques et théoriques 
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