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Sixième conférence

La construction statistique des fonctions économétriques. Equations autonomes et confluentes. Le danger des analyses à plusieurs variables.
Supposons qu’on ait conçu un schéma théorique quelconque où il est entré, entre autres choses, une certaine relation qui exprime une variable y qui soit fonction des variables
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. On peut se demander s’il est possible, par des observations empiriques donnant de certaines valeurs spéciales à ces variables, de se rendre compte de la forme concrète de la fonction. Evidemment, du point de vue strictement mathématique, si la fonction en question est considérée comme une fonction absolument arbitraire, un nombre fini d’observations des variables ne peut pas servir à déterminer la fonction, mais c’est là une considération qui a peu d’importance du point de vue pratique, car la plupart des fonctions dont il peut être question de se servir, doivent satisfaire certaines conditions de continuité, ou de variations assez lentes ou d’autres conditions qui permettent de les déterminer avec une précision suffisante, si on connaît leurs valeurs en certains points discrets.

Il y a une autre question qui est beaucoup plus fondamentale du point de vue statistique et du point de vue de l’interprétation des résultats auxquels on parvient. C’est le problème d’analyser la distribution statistique des observations et de tirer de cette distribution des conclusions précises qui peuvent nous dire quelles informations, relative à la nature de la fonction étudiée, ces données statistiques nous permettent d’obtenir, et quelles informations il n’est pas possible d’obtenir avec les données considérées. C’est là une question d'une importance primordiale du point de vue économétrique. En effet, comme je l’ai dit dans ma première conférence, le problème de la recherche la forme numérique et concrète des fonctions qui entrent dans nos schémas théoriques, est justement une des préoccupations les plus pressantes de l’économètre. C’est cette analyse de la signification des données statistiques comme moyen de déterminer la forme de nos fonctions théoriques, dont je vais m’occuper aujourd’hui.

Pour plus de simplicité, je vais supposer que les relations étudiées sont des relations linéaires. Pour l’objet que je poursuis aujourd’hui, cette hypothèse de linéarité, n’est pas aussi restrictive qu’on pourrait le croire à première vue. En effet, les problèmes les plus importants dont je vais m’occuper, se rapportent plutôt à l’analyse des nombres de dimensions et de degrés de liberté dans le système des variables. Ce sont des problèmes qui auront presque le même caractère dans le cas linéaire comme dans des cas plus généraux.

Je considère une relation de la forme

(1) 
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La sommation du dernier en (1) doit être faite de i=0 jusqu’à i=n. D’une façon conventionnelle j’ai posé 
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, c’est simplement une convention typographique, qui rend l’emploi des signes de sommation plus simple. La question essentielle est de savoir si un ensemble donné d’observations des variables peut servir à déterminer les constantes b.

Evidemment, on pourrait aussi écrire la relation (1) sous sa forme homogène, c’est-à-dire en portant tous les termes d’un seul côté du signe égal. Pour certaines questions, cette forme homogène peut être intéressante à considérer au lieu de la forme (1), pour d’autres cas, la forme (1) est à préférer.

La signification concrète des variables x dans un matériel statistique donné peut être de différentes sortes. D’abord on peut avoir le cas où chaque variable x représente une quantité économique différente, par exemple x1 peut être le prix d’une certaine marchandise, x2 le prix d’une certaine autre marchandise. Ou bien, quelques-uns des x peuvent représenter les valeurs que prennent certaines des variables en un certain point du temps, et d’autres x dans la relation (1) peuvent représenter des variables à un autre point du temps. Ou encore, x1 peut être une certaine variable économique et x2 le taux d’accroissement de cette variable. On peut aussi envisager le cas où quelques-uns des x sont des fonctions données du temps. Par exemple x1 peut être égal à t, c’est-à-dire à la variable qui représente le temps. Les deux premiers termes représentent alors une ligne droite qui pourra peut-être être considérée comme une tendance séculaire en y qu’on veut éliminer. Pourtant, dans ce qui suit, je suppose la plupart du temps, que les variables qui entrent sont des variables concrètes et non pas des fonctions analytiques du temps.
Pour indiquer la nature des problèmes qui se posent quand on veut étudier la possibilité ou l’impossibilité de déterminer les constantes d’une façon significative, je prends d’abord un exemple simple. Supposons que nous ayons une seule variable x, c’est-à-dire considérons la relation

(2) 
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Cette équation exprime une ligne droite en les coordonnées 
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. Le problème est de déterminer cette ligne droite par des observations de x et de y. En particulier, je m’intéresse à la possibilité de déterminer le coefficient angulaire b1. Comme vous le savez ce coefficient angulaire sera en principe déterminé, si nous avons deux observations 
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 alors le coefficient angulaire sera simplement égal à

(3)
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Cette détermination du coefficient angulaire est en principe toujours possible, pourvu que les observations ne soient pas affectées d’erreurs d’observations et que les deux points d’observations soient des points différents. J’insiste en particulier sur la dernière condition.

Si vous faites tendre le point d’observation 
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 vers le point 
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(voir figure 1), vous pourrez toujours, en principe, trouver le coefficient (3). Il n’y a que dans le cas où les deux points se confondent exactement que le coefficient 
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 sera indéterminé du point de vue mathématique pur.

INSERER FIGURE 1

Mais si les observations sont affectées d’erreurs d’observations, la situation sera tout autre. Alors l’indétermination du coefficient éventuel aura lieu avant même que 
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 se confondent exactement. En effet, si les observations sont

(4) 
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où les x et y sont des variables systématiques et 
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 sont des erreurs d’observations, alors le coefficient observé sera

(5) 
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Si les deux points 
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 coïncident presque, alors le second membre de (5) exprimera à peu de chose près le rapport entre une erreur d’observations et une autre erreur d’observations. Donc, pour que la détermination du coefficient angulaire b1 ne soit pas dépourvu de sens, il faut que les deux observations 
[image: image21.wmf]P

¢

et 
[image: image22.wmf]P

¢¢

 soient aussi éloignées l’une de l’autre afin que leur différence puisse effectivement prendre le pas sur les erreurs d’observations. En d’autres termes, l’écart systématique entre les deux observations doit être assez grand en comparaison avec des erreurs qu’on peut attendre.

Passons maintenant au cas où nous avons toute une série d’observations, une telle série peut être représentée par un essaim de points dans le diagramme
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. La condition pour que cet essaim définisse notre ligne d’une façon assez précise est évidemment que l’essaim manifeste une dispersion systématique tout le long de la ligne, la dispersion devra être plus grande le long de la ligne que perpendiculairement à la ligne. Cela veut dire que l’essaim doit avoir une forme comme dans la figure 2B.

INSERER FIGURE 2A FIGURE 2B FIGURE 2C

La figure 2C  représente le cas où il n’y a pas de variations systématiques, seulement des erreurs d’observation, et la figure 2A représente le cas où il y a même trop de variations systématiques ; il y a des variations systématiques mais ces variations ne satisfont pas une condition linéaire comme pour (2). Dans le cas 2A, il existe probablement une troisième variable ou peut-être mieux tout un groupe d’autres variables qu’il faut prendre compte pour arriver à une relation systématique. La variation systématique de ces autres variables explique alors le manque d’organisation dans l’essaim d’observations.

Dans le cas 2A, nous disons que les variations systématiques ont deux degrés de liberté ou bien que le rang des observations est égal à deux. Dans ce cas, l’essaim d’observations est complètement désorganisé. Dans le cas 2B, les variations systématiques ont 1 degré de liberté, et le rang des observations est 1 ; l’essaim est aplani de façon à avoir perdu de son épaisseur mais il garde sa longueur. Dans le cas 2C, les variations n’ont aucun degré de liberté, le rang des observations est zéro, l’essaim d’observations a été aplani dans les deux sens, c’est-à-dire qu’il a perdu son épaisseur et sa longueur, de façon à être réduit à une petite boule très dense. Il n’y a que dans le cas 2B où la ligne représentée par l’équation (2) peut être déterminée d’une façon significative. Nous pouvons donc dire que la condition pour que la ligne soit déterminée d’une façon significative par nos observations est que le rang de l’observation soit égal à 1, pas plus grand, pas plus petit.

Jusqu’ici, la définition du rang de l’essaim est basée seulement sur l’intuition géométrique, et pour le moment, cette intuition va suffire. Plus tard, je discuterai de critères plus exacts.

Considérons maintenant l’équation

(6) 
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Elle est représentée par un plan dans l’espace
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. Il est bien évident que si les observations sont dispersées  dans cet espace d’une façon absolument désorganisée, ce qui veut dire que le rang de l’essaim d’observations est égal à 3, alors cet essaim ne peut pas déterminer la position de notre plan. Dans cette situation, l’hypothèse qu’il existe une relation de la forme (6) est trop simple. Il y a probablement encore d’autres variables dont il faut tenir compte. Mais si l’essaim d’observations est aplani une seule fois, c’est-à-dire s’il a perdu son épaisseur, mais s’il lui reste encore de la longueur et de la largeur, de façon à ce qu’il prenne la forme d’une espèce de crêpe, alors il définit d’une façon plus ou moins précise un plan. C’est le cas où l’essaim d’observations a le rang 2.

Il se peut aussi que l’essaim d’observations soit aplani deux fois, c’est-à-dire que non seulement les points d’observations sont agglomérés dans un plan, mais ils le sont même autour d’une certaine ligne dans ce plan. On aura alors la figure exposée dans la figure 3.  Maintenant le rang de l’essaim est égal à 1. Et il est bien clair que dans ce cas l’essaim d’observations ne détermine pas le plan. Ce qui est déterminé dans ce cas, n’est qu’une ligne par laquelle le plan doit passer. Si on ne tient pas compte d’autres informations que celles fournies dans le matériel statistique en question, le plan a donc un degré d’indétermination, il peut tourner sur la ligne déterminée par les observations.

INSERER FIGURE 3
Enfin si l’essaim des observations est aplanie une troisième fois, les points d’observations seront alors agglomérés non seulement autour d’une ligne mais autour d’un point donné sur cette ligne ; alors il n’y aura plus de variations systématiques du tout. La variation qui se présente est à rechercher dans la nature des erreurs d’observations. Le rang de l’essaim des observations est maintenant égal à 0. Dans ce cas notre plan est encore moins déterminé, maintenant nous savons seulement qu’il doit passer par un point donné ; par conséquent, il a deux degrés d’indétermination.
S’il est permis maintenant de généraliser intuitivement, nous serons amenés à poser le théorème suivant : la condition nécessaire et suffisante pour qu’une relation linéaire entre (n+1) variables puisse être déterminée par un matériel  statistique donné est que l’essaim d’observations qui représente ce matériel statistique ait  le rang statistique n. Si le rang est plus grand que n cela indique que les variables ne satisfont pas une relation linéaire. D’autre part si le rang est plus petit que n, il n’y a rien dans les observations qui exclut la possibilité d’une telle relation mais le matériel ne peut pas servir à déterminer les constantes du plan d’une façon précise. Ces constantes seront maintenant affectées d’une indétermination et l’ordre d’indétermination est égal à 
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est le rang statistique.

Pour pouvoir assurer d’une façon plus précise la validité de cette proposition, il faut maintenant définir en termes plus exacts ce qu’on doit entendre par rang d’un essaim d’observations. Pour le donner, nous allons d’abord considérer le cas où il n’y a pas d’erreurs d’observations, c’est-à-dire le cas où nous savons que toutes les variations qui se présenteront sont des variations systématiques. Ensuite, nous passons à la situation statistique.

Si nous avons n variables 
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 et si nous connaissons les valeurs de ces variables pour un ensemble de N points, alors nous disons que ces variables sont linéairement indépendantes pour le cas où il est impossible de trouver n constantes 
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 non égales à zéro, de façon à ce que la relation :

(7)
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ait lieu pour tous les N points que nous avons observés. Au contraire, s’il est possible de trouver une relation de la forme (7) où une au moins des constantes est différente de zéro, on dit que l’ensemble 
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 est linéairement dépendant pour l’ensemble des points observés. D’une façon plus générale, s’il est possible de trouver dans le groupe des variables 
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 un groupe plus petit se composant de ρ variables qui  soient linéairement indépendantes, tandis que tous les groupes de variables qui se composent de plus de ρ variables sont linéairement dépendants, alors on dit que l’ensemble de variables 
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C’est un fait classique de l’algèbre d’avoir le critère suivant pour le rang ainsi défini. Considérons les moments

(8) 
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où la variable t parcourt toutes les N observations et 
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est la moyenne de la variable 
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(9) 
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est appelé le déterminant des moments. On peut démontrer qu’un tel déterminant des moments est positif défini, cela veut dire que la valeur du déterminant est non négative, et de même tout mineur principal qu’on peut trouver est aussi non négatif. S’il existe au moins un mineur principal qui est effectivement positif (non nul), mais si tous les mineurs d’ordre plus grand que ρ sont égaux à 0, on dit que le rang du déterminant (9) est ρ. Et c’est un fait classique dans l’algèbre que le rang du déterminant des moments ainsi défini est égal au rang des variables tel que ce rang a été défini tout à l’heure par l’existence ou la non-existence des relations linéaires.

Le critère que je viens d’indiquer peut être formulé sous une forme légèrement différente. On peut dire : pour que l’ensemble de variables 
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 soit un ensemble linéairement indépendant, il faut et il suffit que le mineur de (9) formé par les lignes et les colonnes N° 
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 soit différent de 0.

Nous voyons ainsi que toutes les informations concernant le rang d’un ensemble de  variables et l’existence de diverses sortes de relations linéaires peuvent être déduites immédiatement, si nous connaissons seulement les éléments du déterminant des moments.

C’est là un critère facile à appliquer dans le cas algébrique. Si nous passons maintenant au cas statistique, la question ne sera plus de savoir si un déterminant de moments est rigoureusement égal à zéro ou non. Dans le cas statistique, aucun déterminant des moments ne sera égal à 0 puisqu’il y aura toujours des erreurs d’observations qui feront dévier les déterminants des moments de 0. Le problème se pose alors de définir ce que nous devons entendre par un déterminant qui est presque égal à zéro au lieu d’être rigoureusement égal à 0. Ce critère de presque égal à 0 prendra alors dans la statistique la place du caractère rigoureusement égal à 0 qu’on emploie dans l’algèbre pure.

D’abord, il faut évidemment introduire une modification dans la définition du déterminant tel que celui-ci sera indépendant des unités de mesures des diverses variables. Pour cela, nous faisons simplement normaliser les variables en divisant chaque variable par son écart quadratique. Cela étant, au lieu du déterminant (9) nous aurons le déterminant

(10)
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dont les éléments

(11)
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sont simplement les coefficients de corrélation entre les variables, ces coefficients étant pourtant mesurés à partir de l’origine des variables au lieu d’être mesurés autour de leur moyenne comme on le fait d’habitude. On peut démontrer que le déterminant de corrélation ainsi défini est toujours situé entre 0 à et l’unité, soit 
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Quand tous les éléments qui se trouvent en dehors de la diagonale sont égaux à 0, nous disons que le déterminant est diagonal. C’est là le cas où toutes les variables sont  non corrélées. Quand on se place du point de vue des relations linéaires entre les variables, on peut dire que ce cas non corrélé est le cas de désorganisation maximum dans l’essaim. Mais on peut démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour ce cas non corrélé est justement que le déterminant (10) soit égal à l’unité. D’autre part, c’est une conséquence du fait algébrique que je viens de mentionner que la condition nécessaire et suffisante pour que les variables 
[image: image43.wmf]1

,...,

n

xx

 soient linéairement dépendantes, est que le déterminant r soit égal à 0. Il parait donc plausible de prendre le coefficient R comme indicateur du degré de désorganisation qui existe dans l’essaim des observations. Si R s’approche de 0, l’organisation est grande et quand il s’approche de l’unité il n’y a pas d’organisation.

On peut donner au coefficient R une interprétation géométrique qui montre clairement le sens pour lequel on peut le considérer comme indicateur du degré d’organisation mais je n’y insiste pas.

Considérons le cas de deux variables. Déterminons le centre de gravité C dans l’essaim d’observations, c’est-à-dire le point dont les coordonnées sont respectivement la moyenne des x1 et la moyenne des x2. Considérons ce centre comme un point fixe et choisissons deux autres points dans l’essaim, par exemple les points P et Q dans la figure 4.

INSERER FIGURE 4
Considérons l’aire du triangle formé par ces deux points et le centre de gravité. S’il existe une relation linéaire exacte entre tous les points de l’essaim, évidemment les trois points maintenant considérés doivent se trouver sur une ligne droite. Donc l’aire du triangle doit être égal à 0. Si les trois points sont presque sur une ligne droite, alors cette aire sera très petite. Il paraît donc naturel de prendre cette aire comme indiquant la tendance vers la non-linéarité, qui se manifeste dans la relation entre ces trois points. Par conséquent il semble logique de prendre la moyenne de toutes les aires que l’on peut former en combinant de toutes les manières possibles deux points de l’essaim avec le centre de gravité, comme un indicateur de la tendance totale vers la non-linéarité. Pour se débarrasser de l’inconvénient du signe de chacune de ces aires suivant l’ordre de succession de ces points, il semble indiqué de prendre la moyenne quadratique, c’est-à-dire de faire la somme des carrés des aires et ensuite de prendre la racine carrée. Si on procède de cette façon et si on normalise les variables en divisant chaque variable par son écart quadratique, on arrive justement au coefficient

(12)
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où R est le déterminant de (10). Ce coefficient, nous l’appellerons le coefficient d’espacement (en anglais « scatter coefficient »).
Ce coefficient est un paramètre qui peut nous aider à nous former une opinion sur le degré d’organisation d’un essaim d’observations. Si, le coefficient d’espacement pour l’essaim de la totalité des (n+1) variables 
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 est d’abord proche de l’unité, alors il paraît plausible de conclure qu’il n’y a pas d’organisation et que par conséquent l’hypothèse selon laquelle il existe une  relation de la forme (1) doit être rejetée. Mais, si ce coefficient d’espacement est proche de 0, cela indique qu’il n’y a rien dans le matériel qui s’oppose à une telle hypothèse. Alors il faut rechercher quel pourra être le rang statistique de l’ensemble qui est formé par les n variables (
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). Si le coefficient d’espacement pour cet ensemble est proche de l’unité, alors il paraît plausible de considérer cet ensemble comme linéairement indépendant, c’est-à-dire qu’il doit exister une relation de la forme

(13)
 
[image: image47.wmf]0

.........

1

1

0

0

=

+

+

+

+

n

n

x

a

x

a

x

a

ay


et il doit être possible de déterminer les coefficients de cette forme linéaire à partir des statistiques.

Pourtant il faut faire encore attention. En principe, si le rang de l’essaim d’observations est égal à n, un plan doit exister, mais il se peut que ce plan contienne l’axe de y, ce qui veut dire que la constante a devant y est égale à zéro. Dans ce cas, l’équation ne peut être écrite sous la forme (1) et les méthodes habituelles de la statistique pourront se trouver en défaut. La méthode très commune qui consiste à écrire l’équation sous la forme (1) et de déterminer la régression de y sur les autres variables conduirait par exemple alors à un résultat dépourvu de sens. La condition pour que ce cas ne se produise pas est justement quand les 
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 sont linéairement indépendants. Cela devient immédiatement évident si on se prend en compte la nature de la solution formelle du problème des moindres carrés dans ce cas. En faisant les calculs, on obtient la formule suivante. Soient 
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 de la première ligne du déterminant

(14) 
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alors les constantes bi seront déterminées (par la méthode des moindres carrés) comme :

(15)
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Le fait que l’équation ne contienne pas de termes en y veut justement dire que les xi sont linéairement dépendants. Donc, d’après notre critère, c’est le cas où lorsque la déterminant du dénominateur (15) dévie de zéro, et cela est seulement du aux erreurs d’observation ; ce qui rend naturellement la détermination des coefficients (15) absurde. C’est un fait auquel il faut prendre garde.

Cette difficulté se rencontre toujours quand les  variables  dans le second membre de l’équation qui est prise comme point de départ pour la minimisation des carrés [des erreurs], forment déjà un groupe de ψ variables qui sont presque linéairement dépendantes. Et le danger de cette situation n’est pas en général signalé par les critères classiques des corrélations tels que les écarts probables des coefficients déterminés.

Avant de procéder à la détermination des constantes de la relation (1), il est donc essentiel de s’assurer d’abord que pour que les variables 
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 soient linéairement indépendantes il faut s’assurer que les variables 
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 ne forment pas déjà un ensemble linéairement dépendant ; et c’est précisément pour s’assurer de cela que j’ai introduit les coefficients d’espacement. Ces coefficients sont totalement différents des coefficients classiques de corrélation. Les carrés des coefficients d’espacement sont des polynômes en les coefficients ordinaires de corrélation. Les coefficients d’espacement ne peuvent donc jamais avoir une forme indéterminée sauf si quelques uns des coefficients de corrélation simples sont indéterminés. Au contraire, les coefficients classiques peuvent très bien prendre des formes indéterminées et c’est justement ce qui rend leur emploi si dangereux.

Il est facile de considérer des exemples qui démontrent l’absurdité à laquelle on peut être conduit en adaptant les méthodes classiques de corrélation à des cas où il existe des relations linéaires. J’ai par exemple construit les 3 séries suivantes : y représente un certain nombre de mots anglais, chaque lettre ayant une valeur d’après sa place dans l’alphabet ; x1 étant des chiffres tirés au sort dans une table de logarithmes et x2 étant presque proportionnel à x1. Cet exemple a donné une valeur négative très grande pour la corrélation partielle entre y et x1, c’est-à-dire la corrélation entre les mots en anglais et les chiffres de la table de logarithmes, et une valeur très grande pour la corrélation partielle entre y et x2. Il y avait aussi une très grande corrélation multiple entre y et le groupe des deux variables x1 et x2.  Cette corrélation multiple est, comme vous le savez, définie simplement comme la corrélation entre la série y et la série obtenue en posant dans le dernier membre de (6) que chaque observation x1 et x2 soit égale à sa valeur d’observation. Au contraire, l’analyse de cet exemple par les coefficients d’espacement, a immédiatement mis en relief le fait qu’il y a deux variables qui sont reliées ici, à savoir x1 et x2, et que la variable y est une variable tout à fait étrangère à tout le système, et que par conséquent, il est absurde déterminer une relation de la forme (6).

L’emploi des coefficients d’espacement est un outil utile, mais pourtant il n’est pas idéal. La théorie de ces coefficients a besoin d’un complément qui n’est pas encore achevé. Il faut déterminer quelques critères plus précis pour pouvoir juger de la valeur de la déviation de ces coefficients de 0. Pour cela il sera intéressant de développer une théorie sur la distribution aléatoire de ces coefficients.

Pour cela on pourra, par exemple, faire l’hypothèse que les éléments qui entrent dans la formation des coefficients de corrélation sont tirés au sort selon une distribution plus ou moins simple. Dans cet ordre d’idées, M.Wilks a fait des travaux tout à fait intéressants. Il a, par exemple, donné la distribution des déterminants formés par les coefficients de corrélation quand ces déterminants sont formés de variables différentes. Mais cela ne nous suffit pas pour l’objet que nous avons en vue ; il nous faut savoir comment les mineurs d’un même déterminant se distribuent en supposant que les observations par lesquelles sont formés les coefficients de corrélation sont aléatoires. Autant que je sache, il n’existe pas encore d’analyse théorique sur ce sujet. Pour pouvoir faire avancer un peu l’étude en cette matière, j’ai commencé dans mon laboratoire statistique à Oslo, un calcul empirique d’un grand nombre de déterminants aléatoires pour étudier leur distribution statistiquement. Ce travail  n’est pas encore été mené au point où je puisse vous donner des résultats très précis, je me borne à signaler le schéma graphique par lequel je représente la distribution. Ce schéma est indiqué dans la figure 5.

INSERER FIGURE 5

S’il s’agit par exemple d’un déterminant d’ordre 8, nous calculons d’abord tous les 
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28  mineurs principaux d’ordre deux, nous les portons sur l’axe vertical 2 de la figure 5, ils sont tous situés entre 0 et l’unité. Ensuite, nous calculons tous les 
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 56 déterminants d’ordre trois et nous les marquons sur la verticale 3 dans la figure 6. Ensuite nous réunissons chaque point de la verticale 3 avec les trois points de l’axe 2, qui indique les mineurs d’ordre deux contenus dans le mineur d’ordre trois en question. Ces trois lignes doivent être des lignes non croissantes. De même nous marquerons sur une verticale 4 tous les 
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70 mineurs d’ordre quatre et chaque point est réuni par des traits aux quatre points sur la verticale 3 représentant des mineurs qui sont contenus dans le mineur d’ordre quatre en question. Ces traits doivent être aussi des traits non croissants. Cette figure exprime d’une façon assez claire la manière dont décroît les coefficients d’espacement au fur et à mesure que leur ordre augmente.
Jusqu’ici je me suis occupé uniquement des considérations qu’on peut développer en ce qui concerne l’étude empirique du rang d’un certain matériel statistique. Voyons maintenant quelles considérations a priori on peut développer sur cette question.

Pour cela, je vais d’abord dire un mot sur une distinction qui  vous paraîtra peut-être assez élémentaire mais que je pense toutefois utile à faire en cette matière. C’est une distinction entre trois espèces de relations que j’appelle (1) des relations structurales et (2) des relations confluentes inflatées et (3) des relations confluentes déflatées. Un exemple peut servir à indiquer cette distinction. Considérons un rectangle. Vous savez que l’aire du rectangle y est le produit de la base par la hauteur. Si y est le logarithme de l’aire, x1 le logarithme de la base et x2 le logarithme de la hauteur, nous aurons

(17)
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Considérons maintenant l’ensemble de tous les rectangles dont la base est égale à la hauteur, c’est-à-dire pour lesquels la condition

(18)
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est satisfaite.

Pour cette classe spéciale de rectangles, l’aire est comme vous le savez égale à la base élevée à la puissance 2. Pour cette classe spéciale, nous aurons donc

(19)
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Mais il y a aussi une autre formule qui exprime l’aire du rectangle dans ce cas spécial, une formule qui n’est pas très usité mais qui est pourtant tout à fait correcte, à savoir la formule

(20)
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Vous voyez bien que quand x1 est égal à x2, la formule (20) exprime bien l’aire du carré. On peut même écrire pour les carrés d’une façon plus générale :

(21) 
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où b1 et b2 sont des constantes arbitraires qui doivent seulement satisfaire à la condition

(22)
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La relation (17) est une relation structurale, elle possède les deux propriétés suivantes : d’abord, elle est vérifiée sans égard à la question de savoir si quelque autre relation est satisfaite ou non. En ce sens elle est une relation autonome. De plus, elle est une relation qui a lieu identiquement pour les variables du second membre. C’est-à-dire qu’elle est satisfaite pour n’importe quelle valeur introduite comme valeur du second membre.

D’autre part, la relation (19) est ce que j’appelle une relation confluente déflatée. Cette relation se distingue de la relation structurale par le fait qu’elle n’est satisfaite que  si une autre relation, à savoir (18), est vérifiée. Mais (19) ressemble à la relation structurale en ce sens qu’elle est vérifiée identiquement dans les variables du second membre.  Dans (19) il n’y a qu’une seule variable dans le second membre et pour cette variable, on peut introduire n’importe quelle valeur.

La relation (20), au contraire, se distingue de la relation structurale en ce qui concerne les deux propriétés. D’abord, (20) n’est satisfaite que si une certaine autre relation à  savoir (18) est vérifiée, et de plus (20) n’a pas lieu identiquement dans les variables.

Il y faut aussi signaler une différence de signification des coefficients dans les diverses cas. Dans le cas de la relation structurale et aussi dans le cas d’une relation confluente déflatée, les coefficients ont un sens bien déterminé, mais, dans le cas de la relation confluente inflatée, les constantes n’ont plus de sens précis. Dans l’équation (21), c’est seulement la somme de ces deux constantes qui a une signification.

Cet état de choses a des conséquences importantes sur la manière de procéder quand on se propose de déterminer par l’observation les propriétés des fonctions que l’on a posées a priori. Supposons d’abord que nous sommes, par des considérations a priori, arrivé à la conclusion que l’aire d’un rectangle doit être de la forme (21) où b1 et b2 sont certaines constantes, et supposons que nous ayons à notre disposition un certain nombre de rectangles dont nous pouvons déterminer l’aire par un procédé quelconque. On peut par exemple supposer que les rectangles sont donnés comme des cartes de carton homogènes et que nous pouvons peser chaque carte. S’il y a vraiment dans le matériel un assortiment de rectangles de différentes longueurs et hauteurs, nous arriverons certainement à pouvoir déterminer b1 et b2 comme égaux à l’unité, avec une petite erreur, qui n’a pas d’importance pour l’objet que je poursuis maintenant.

Mais, au contraire, supposons maintenant que le matériel empirique qui est à notre disposition ne se compose que de carrés ; si nous tâchons alors de déterminer  b1 et b2 en calculant la régression de y sur x1 et x2 par la méthode des moindres carrés, alors les résultats seront les suivants : s’il n’y a pas d’erreurs d’observations présentes et si le calcul est achevé d’une façon rigoureuse sans négliger de décimales, on va trouver rigoureusement que b1 est de la forme 0/0 et de même pour b2. Cela exprime seulement le fait que la chose qui caractérise le cas des carrés, ce ne sont pas les constantes  b1 et b2  prises individuellement ; ces constantes sont en effet indéterminées. Mais, s’il y a des erreurs d’observation ou si nous négligeons les décimales, le résultat sera en apparence tout à fait déterminé, mais, en réalité il ne le sera pas. b1 sera de la forme erreur/erreur et de même pour b2.

Si on adopte ce résultat comme une détermination de b1 et b2, on aura donc un résultat dépourvu de sens. Néanmoins, on pourra excuser celui qui a employé cette méthode s’il a tout le temps cru que le matériel à  sa disposition présentait vraiment une variation systématique des rectangles.
Supposons que quelqu’un attaque le problème par un schéma théorique qui comporte en même temps l’hypothèse que l’aire peut être écrite sous la forme (21), et l’hypothèse que x1 est égal à x2, alors la chose devient grave. Alors la position théorique même du problème est telle que si les données statistiques ont satisfait vraiment les conditions théoriques qu’on a supposé, alors cela empêche justement que le matériel dont on dispose puisse donner une information sur les constantes de la théorie qu’on a posée.

Vous direz peut-être que la situation exposée dans cet exemple est si évidente, que personne ne peut songer à poser d’abord l’hypothèse (21) ensuite l’hypothèse  (18), et tenter finalement d’employer un matériel statistique donné pour déterminer les constantes  b1 et b2. Cela peut être vrai dans ce cas simple, mais dans le domaine des statistiques économiques il existe un risque, même un risque très gros à procéder de cette façon.

En effet, les relations dans le domaine économique sont excessivement complexes ; pour bien comprendre la possibilité ou l’impossibilité qui peut exister dans un matériel donné, pour déterminer les paramètres des fonctions posées a priori, il faut souvent une étude très approfondie. Et à vrai dire, souvent c’est là une analyse qu’on a négligé de faire.

Et il faut l’avouer la tentation de s’engager dans une telle voie dangereuse est très grande. En effet, on a élaboré une certain schéma théorique et il est toujours possible de déduire une infinité de relations auxquelles le matériel statistique doit satisfaire si c’est vraiment un matériel qui a été créé sous l’influence des lois telles qu’on les suppose dans la théorie envisagée. On peut, par exemple, déduire différentes équations où entrent les moments de la distribution, etc. En général, ces équations contiennent aussi les paramètres qui caractérisent la forme numérique des fonctions qu’on a posées. Il y a donc une très grande tentation à choisir un nombre de ces équations égal au nombre des paramètres qui entrent dans les fonctions théoriques, et de considérer ce système d’équations comme une détermination statistique des paramètres en question.

Après réflexion, on trouvera peut-être que les relations théoriques envisagées d’abord n’étaient pas assez générales, alors on généralisera peut-être le schéma théorique à volonté, et pour déterminer les nouveaux paramètres introduits, on ajoutera peut-être quelques autres de ces relations qu’on peut déduire infiniment et qui relient les paramètres théoriques et les moments d’observations. Un tel procédé est pourtant très dangereux. En effet, si on ne peut pas démontrer que les variations systématiques dans le matériel rendent la solution déterminée, nous aurons simplement une solution analogue à celle qu’on aurait si on voulait tenter de déterminer les constantes b1 et b2  en faisant en même temps les hypothèses (21) et (22).
Je passe maintenant à la question de savoir si le matériel à disposition peut nous fournir quelque sorte d’information intéressante même dans le cas où l’essaim d’observations des variables x est de rang plus petit que n, et où, par conséquent, les coefficients b ne peuvent pas être déterminés de façon exacte. Le matériel pourra peut-être permettre d’établir certaines conditions auxquelles les coefficients doivent satisfaire et ces conditions pourront être de telle sorte que certaines hypothèses supplémentaires suffiront pour limiter sensiblement le domaine de possibilité de certains des coefficients b.

Pour analyser cette question, supposons d’une façon générale que le rang de l’essaim d’observations est ρ et où ρ est égal ou plus petit que n. D’après la définition, cela veut dire qu’il existe un ensemble se composant de ρ variables, par exemple les variables 
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 telles que toutes les autres variables peuvent être exprimées comme des fonctions linéaires à coefficient constant de ces ρ variables. Evidemment, si les autres variables peuvent être exprimées comme des formes linéaires en des variables de cet ensemble de base, chaque variable de tout l’ensemble x1,…,xn peut s’écrire sous cette forme. Nous avons donc

(24)
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Pour i égal ou plus petit que ρ nous avons :

(25)
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Puisque les variables 
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 sont linéairement indépendantes tandis que tout ensemble obtenu en ajoutant une des variables à l’ensemble 
[image: image68.wmf]1

,...,

xx

r

, est linéairement dépendant, les coefficients aij pour i>ρ peuvent donc être déterminés par le matériel statistique. Donc tous les coefficients aij peuvent être considérés comme connus.

Insérons maintenant les expressions de (24) dans la condition structurale (1) nous voyons que la variable y doit aussi pouvoir être exprimée comme une forme linéaire des variables de l’ensemble de base, c’est-à-dire que nous avons une relation de la forme :

(26)
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Puisque les ρ variables de base forment un ensemble linéairement indépendant, les coefficients B de (26) peuvent être déterminés par le matériel statistique pourvu que l’essaim d’observations 
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 ne soit pas désorganisé. Nous allons utiliser les coefficients a et B pour pouvoir exprimer la nature de l’information que le matériel fournit sur les coefficients structuraux b qui entrent dans la relation (1).

Si on introduit (24) dans (1), nous obtenons une forme linéaire pour des variables de base et cette forme doit être égale à (26), c’est-à-dire que nous avons :

(27)
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Cette relation doit être une identité en les variables de base qui sont supposées linéairement indépendantes. Cela implique que nous devons avoir séparément :
(28)
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En d’autres termes,

(29)
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où

(30) 
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Les coefficients B seront appelés des coefficients confluents et les coefficients b des coefficients structuraux. L’équation (29) dit que les coefficients confluents que nous pouvons déterminer à partir du matériel statistique en question, sont égaux aux coefficients structuraux correspondants à part un résidu R qui est une forme linéaire en les coefficients structuraux autres que ceux qui figurent en (1) devant les variables de base. Les coefficients de la forme linéaire qui expriment le résidu, à savoir les coefficients a, sont connus, mais les variables bρ+1,…,bn de ces formes ne sont pas connus. Ces variables forment justement les paramètres arbitraires qui indiquent comment l’indétermination entre dans le problème. C’est là, il me semble, une manière très naturelle de formuler cette indétermination, en particulier cette manière paraît plausible puisque nous pouvons avoir une information supplémentaire qui porte justement sur les coefficients structuraux bρ+1,…,bn. Nous pouvons par exemple, connaître certaines limites supérieures de leurs valeurs absolues et, dans ce cas, on voit qu’il sera facile d’indiquer une limite supérieure pour l’erreur commise en posant les coefficients confluents égaux aux coefficients structuraux. Dans d’autres cas, il sera peut être possible de faire une évaluation qui limite le domaine de variation des paramètres bρ+1,…,bn, et dans ce cas, l’information qu’on pourrait en déduire sur les coefficients structuraux b1,…,bρ, sera encore plus précise.

Dans le cas n-ρ=1, la nature de cette limitation peut être exprimée graphiquement d’une façon très simple (voir figure 6)

INSERER FIGURE 6

Dans le cas n-ρ=1, il n’y a qu’un seul paramètre arbitraire à savoir, bn, et nous avons

(31)
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Nous porterons ce paramètre sur un axe horizontal et nous mesurons les autres paramètres structuraux sur l’axe vertical. En vertu de (31) il est clair que chacun des autres paramètres sera défini par une ligne droite dans la figure 6 et cette ligne droite sera connue par les observations statistiques. En effet B et a dans (31) sont des constantes qui peuvent être déterminées par le matériel statistique. Dans la figure 6, nous avons indiqué deux lignes, à savoir les lignes b1 et b2, mais il ne serait pas difficile d’introduire un nombre plus grand de ces lignes suivant le nombre de variables que comporte le problème.

Faisons maintenant une hypothèse sur le domaine de variations possibles du coefficient bn. Il se peut par exemple que ce coefficient indique l’influence du prix d’une certaine marchandise sur la vente d’une autre marchandise et nous pouvons avoir des raisons a priori pour conclure que cette influence ne dépassera pas une certaine grandeur. De tels cas se présentent très fréquemment dans l’analyse économique. Soit D dans la figure 6. Le domaine possible de variations pour le paramètre bn, alors le graphe montre immédiatement quels seront les domaines de variation de b1 et b2. Ces domaines sont déterminés en marquant les points où les lignes droites b1 et b2 coupent la bande verticale dont la base est D.

Dans le cas n - r = 2 il y aura deux paramètres arbitraires à savoir bn et bn-1. Représentons maintenant les deux paramètres bn et bn-1 sur deux axes et mesurons tous les autres coefficients b sur un troisième axe (voir graphe 7)

INSERER FIGURE 7
Un coefficient bien déterminé, par exemple le coefficient b1, sera maintenant défini par un plan comme le plan P dans la figure 7 et ce plan sera complètement déterminé par les observations statistiques. L’hypothèse d’un domaine de variations bien déterminées pour les paramètres arbitraires bn et bn-1 s’exprime maintenant par une certaine aire dans le plan (bn, bn-1) par exemple l’aire A dans la figure 7. La projection de cette aire sur le plan P détermine le domaine de variations du coefficient b1, nous marquons seulement sur l’axe bj le point le plus haut et le point le plus bas de la projection de l’aire A.

Au lieu d’indiquer simplement des limites pour les paramètres bρ+1 et bn, on pourra se donner une fonction de probabilité pour leur distribution possible. La donnée d’une telle fonction permet naturellement de déduire des fonctions de probabilité correspondant aux autres paramètres structuraux.

Dans le cas où les différentes observations des variables sont des observations successives dans le temps, il semble plausible d’appeler les coefficients confluents B des coefficients de phase, puisque dans ce cas, les coefficients confluents expriment les relations observables qui existent entre les variables dans leur développement temporel simultané, tandis que les coefficients structuraux expriment les coefficients pour certaines relations théoriques qu’on a posé et par lesquels on a obtenu par élimination ces relations confluentes qui expriment la ligne de développements possibles selon laquelle se développe le système. Pour prendre un exemple très simple, supposons que nous avons trois variables u1,u2, u3 et supposons que notre schéma théorique comporte deux relations différentes linéaires entre ces trois variables. Cela vaut dire que la théorie détermine deux plans dans l’espace u1,u2,u3 ; soient les deux plans I et II sur le graphe 8. La ligne d’intersection entre ces deux plans sera la relation confluente et si nos variables se développent dans le temps, ce sera là simplement la ligne historique autour de laquelle elles vont se mouvoir.

INSERER FIGURE 8

Dans le cas où on étudie les mouvements dans le temps, le risque d’introduire des situations où la détermination statistique des coefficients qui entrent dans la théorie, devient dépourvue de sens, est particulièrement grand.

Prenons par exemple le cas où nous avons un certain nombre de variables qui se développent en oscillations. Supposons que nous avons éliminé les autres composantes de variation, c’est-à-dire la tendance séculaire où toute autre forme de variations de longue durée de façon à ce que chacune de nos variables ne manifeste qu’une seule sorte d’oscillation. Maintenant supposons que nous avons deux fonctions cycliques régulières ; pour prendre le cas idéal, considérons deux fonctions sinus. On se rend facilement compte que, s’il n’y a pas de différence de phase entre ces deux fonctions, elles vont être rigoureusement proportionnelles. Donc ces deux fonctions ne peuvent être prises comme deux variables x1 et x2 pour le second membre d’une relation du type de celle (6). Si on le fait, on sera dans l’impossibilité d’arriver à une détermination rigoureuse des coefficients b1 et b2. S’il y a une différence de phase entre x1 et x2, alors elles ne seront plus linéairement dépendantes et par conséquent on pourra maintenant envisager une relation du type de celle (6). Mais on ne peut pas aller plus loin, même en supposant les fonctions de phase différentes. Cela n’aura pas de sens de tenter de déterminer une relation comme (1) où figurent 3 variables de cette sorte dans le second membre de l’équation, car trois fonctions sinus sont toujours linéairement dépendantes si elles ont la même fréquence.

La théorie dynamique d’un marché isolé comme je l’ai indiqué dans une des dernières conférences peut servir de bonne illustration à cet état de choses. J’avais considéré une fonction de demande de la forme

(32) 
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et en posant certaines autres relations, j’étais arrivé à la conclusion que les variables impliquées, c’est-à-dire x, p, X, se développeront comme des fonctions sinus amorties avec la même fréquence. Donc les variables 
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et X seront toujours linéairement dépendantes ; par conséquent, les constantes a dans la relation structurale (32), qui est un des éléments du schéma théorique, ne peuvent être déterminées par l’observation du mouvement du système. Cela veut simplement dire qu’un mouvement historique pourra être obtenu en partant de différentes valeurs pour les constantes. Les coefficients structuraux a dans (32) ne pourront donc pas être déterminés par la seule observation des courbes temporelles qui sont le résultat de ce schéma structural.

Vous vous souvenez peut-être, qu’à partir de (32) et de certaines autres relations structurales, je suis arrivé à des relations de la forme

(33)
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Ces relations (33) sont des relations confluentes qu’il semble maintenant naturel d’appeler des relations de phase, et ces relations-là pourront être déterminées à partir des courbes p et X. En effet, vous vous souvenez que les résultats du calcul montrent aient qu’il y avait une différence de phase entre p et X, donc les observations de p et X seront de rang 2.

Voilà un autre aspect du danger d’introduire trop de variables. Je pense qu’un certain nombre des analyses qu’on a faites en économie en introduisant un très grand nombre de variables temporelles et en calculant des coefficients de corrélation multiples et des coefficients de régression entre ces variables, sont dépourvues de sens justement pour cette raison.
Il y a encore un autre aspect des coefficients structuraux et conjecturaux qu’il est utile de mentionner. Je veux parler des coefficients obtenus en prenant la moyenne des coefficients confluents sur un intervalle embrassant une ou plusieurs périodes. On pourra les appeler les coefficients diagonaux.

Dans le cas que nous venons de considérer p et X étaient définis comme des fonctions sinus amorties. Il est plus réaliste de supposer qu’ils soient des fonctions non amorties. Nous avons vu, vous vous en souvenez, que même si le schéma dynamique conduit à une solution amortie, les courbes historiques seront non amorties si elles sont entretenues par des chocs aléatoires. Supposons donc que les oscillations de p et X sont non amorties et considérons la forme de la courbe historique telle qu’elle apparaît dans un diagramme (p, X). Cette courbe (voir figure 9A) aura la forme d’une ellipse plus ou moins régulière ; l’épaisseur de l’ellipse ainsi que l’inclinaison de son grand axe sera déterminée par la différence de phase entre p et X. S’il n’y a pas de différence de phase entre p et X, l’ellipse sera très mince et apparaîtra dans la statistique presque que comme une ligne droite ascendante, comme dans la figure 9B.
Et si la différence de phase est à peu près d’une demi période, l’ellipse apparaîtra presque comme une ligne descendante comme dans la figure 9C. L’inclinaison de la ligne dans la figure 9C sera opposée à celle de la figure 9B, mais d’une valeur absolument égale. Cette valeur absolue commune sera simplement le rapport de l’amplitude des deux variables p et X.

INSERER FIGURE 9A, 9B, 9C
Au fur et à mesure que la différence de phase change, l’inclinaison de l’axe principal de l’ellipse change d’une façon continue entre ces deux extrémités. Donc, si on se donne la liberté de faire avancer ou reculer arbitrairement une des deux courbes p et X, avant de déterminer la corrélation et la régression entre elles, et c’est là un procédé très employé dans les analyses économiques, on peut arriver à représenter presque toutes les sortes d’inclinaison.

En particulier si on fait avancer une des deux courbes jusqu’au point où le coefficient de corrélation est maximum, et c’est là un procédé aussi très usité, alors vous voyez qu’on obtient ou bien un coefficient diagonal positif ou bien un coefficient diagonal négatif. En d’autres termes on obtient un coefficient qui est simplement le rapport entre les deux amplitudes, un rapport qu’on aurait pu naturellement déterminer immédiatement par une simple inspection des courbes temporelles. Il faut donc bien faire la distinction entre coefficients structuraux, coefficients confluents et coefficients diagonaux.

Le raisonnement relatif au danger des analyses de plusieurs variables que j’ai développé ici a une application intéressante à la définition même d’une variable systématique comme distincte des variations aléatoires. Revenons encore à la relation (1) ; supposons que la variation systématique de la variable xn n’est pas très forte par rapport aux variations aléatoires ; alors il ne sera pas nécessaire de tenir compte de cette variable dans la détermination des coefficients 
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. On pourra simplement déterminer la régression de y sur les variables 
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. Ce procédé va donner une détermination satisfaisante des coefficients 
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 pourvu que le rang des observations 
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 soit égal à n-1.

Mais ce n’est pas tout. L’exclusion de la variable xn n’est pas seulement une chose permise, c’est même une chose nécessaire, et voilà encore un autre aspect du danger des analyses à plusieurs variables.

En effet, supposons qu’on va inclure xn dans l’analyse en pensant que, par cette inclusion, on pourra tenir compte de certaines choses dont on n’avait pas tenu compte d’abord, et qu’on peut ainsi améliorer la détermination des coefficients 
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. En effet, c’est le plus souvent ainsi qu’on raisonne quand on inclut une nouvelle variable. Pourtant si la situation est telle que l’influence de la variable xn est assez petite, alors l’introduction de cette variable ne va pas du tout améliorer la détermination des constantes 
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. En effet, quand on inclut une variable, il y a deux choses qui se produisent. D’abord, on a un appareil  de calcul qui permet de tenir compte d’une certaine influence systématique dont on n’avait pas tenu compte d’abord. Mais il y a aussi une autre chose qui arrive, c’est que cet appareil devient maintenant beaucoup plus exposé à l’influence des variations aléatoires. Et il se peut que cette dernière influence soit plus grande que la première. Il est presque certain que cette seconde influence va être la plus forte dans le cas que nous considérons ici, à savoir : le cas où la variation systématique de la nouvelle variable incluse est assez légère en comparaison avec les erreurs d’observation.

Supposons que nous ayons une relation de la forme

(34) 
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où je suppose que la variable x3 représentée soit tirée au sort pour chaque observation, et sans être reliée en aucune façon aux  autres variables. De plus, je suppose que la variation de x2 est très petite. Je me propose de déterminer la constante b1. Pour ce faire, on peut d’abord déterminer pratiquement la régression de y sur x1. Mais on pouvait aussi déterminer la régression de y sur les 2 variables x1 et x2. Il est de facile de démontrer, je ne fais pas les calculs ici, que sous des hypothèses très générales sur le manque de corrélation entre la variable aléatoire x3 et les autres variables, la première détermination du coefficient b1 sera de beaucoup supérieure à l’autre.

Nous sommes ainsi amené à poser un problème d’optimum concernant l’inclusion de nouvelles variables. Il y a quelques variables qu’il convient d’introduire. Mais il y a d’autres variables qui ne doivent pas être incluses, parce que leur inclusion va rendre la détermination statistique des divers coefficients plus sensible à l’erreur d’observation. En développant d’une façon systématique cette idée, je pense qu’on pourra arriver à définir d’une façon intéressante, l’idée même de variations aléatoires.

Nous avons dit que dans le cas où le rang de n variables 
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 dans la relation (1) est plus petit que n, les coefficients b ne sont pas déterminés d’une façon unique et nous avons vu que dans ce cas, on peut faire des suppositions sur un certain nombre des constantes b, nombre égal au degré d’indétermination, et arriver ainsi à des conclusions intéressantes portant sur les autres coefficients. C’est là un procédé qui peut être utilisé dans le cas où le nombre de degrés d’indétermination n’est pas très grand. Mais supposons maintenant que nous avons une théorie statique qui est déterminée ou presque déterminée, alors nous aurons une liste de variables et un nombre d’équations qui est égal ou presque égal au nombre de ces variables. Dans ce cas, si un matériel statistique est donné et ce matériel a été créé sous l’influence de ces lois statistiques qu’on a posées, le rang statistique des variables est très petit. Si le système est parfaitement déterminé, le rang sera même égal à 0. Et évidemment, dans ce cas, il ne reste rien du procédé que nous avons considéré toute à l’heure et qui consistait à faire des hypothèses sur certains coefficients structuraux pour en déduire des conclusions sur les autres. Maintenant, il faut envisager une toute autre manière d’introduire des hypothèses supplémentaires. Ici, il paraît plus intéressant de faire des hypothèses supplémentaires sur la nature des variations aléatoires.

Pour plus de simplicité, je considère le cas spécial simple où on a supposé une courbe statique de demande et une courbe statique d’offre de forme respective :

(35)
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x est le logarithme de la quantité et p le logarithme du prix ; α et β sont les élasticités respectives de demande et d’offre, u et v sont des quantités exposées à des variations aléatoires. Les courbes temporelles de x et p sont données. On se demande si les deux courbes comportent quelque information sur les paramètres α et β.
Il est facile de démontrer que si ces hypothèses sont remplies, on peut déduire les deux équations fondamentales :
(36)
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où
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h et k sont donc déterminés par les moments des variables aléatoires, H et K par l’observation. (36) est un système de deux équations en quatre inconnues (α,β), (h,k). En faisant certaines hypothèses sur h et k, on peut déduire des hypothèses sur α et β.

La solution du système par rapport à α et β est
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où r est le coefficient de corrélation observé entre x et p, ρ la corrélation inconnue entre les oscillations aléatoires de u et de v, et 
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 le rapport entre l’intensité des fluctuations aléatoires de u et de v, cette intensité étant mesurée par les écarts quadratiques.

En particulier, si on fait l’hypothèse que les fluctuations aléatoires de demande et d’offre sont non corrélées, on arrive aux formules
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En faisant des hypothèses sur l’intensité relative λ des oscillations aléatoires d’offre et de demande, on arrive ainsi à des valeurs bien déterminées pour les élasticités α et β. Le temps ne me permet pas d’entrer dans les détails de cette discussion.

Le point essentiel des méthodes que je viens d’exposer est qu’une analyse est basée avant tout sur une investigation approfondie des diverses types d’hypothèses qu’on peut faire sur le schéma théorique des variations systématiques et des variations aléatoires, et sur les conséquences que ces hypothèses impliquent pour l’interprétation des observations. A mon avis, dans le futur, une partie importante des efforts des économistes sera dirigée vers ce type d’analyse plutôt que vers le perfectionnement des théories statistiques formelles qui nous apprennent comment on peut calculer les écarts quadratiques des paramètres déterminés statistiquement, etc.

Le calcul de tels écarts quadratiques a nécessairement comme base une hypothèse bien déterminée sur la distribution a priori des variables. Si on veut approfondir l’analyse de ces hypothèses-là, on est immédiatement conduit à ce genre d’analyse dont j’ai tâche de vous donner ici quelques exemples.

Je pense qu’une telle analyse systématique des hypothèses économiques et de leurs conséquences ouvrira, dans le futur, de nouvelles perspectives sur toute la question du développement de l’économie en une science exacte où l’aspect abstrait théorique a été effectivement unifié avec l’aspect empirique et statistique.

Figure 1. Une ligne droite déterminée par deux points
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Figure 2. Exemples de variation systématique
Figure 2A. Variation systématique avec deux degrés de liberté
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Figure 2B. Variation systématique avec un degré de liberté
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Figure 2C. Pas de variation systématique
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Figure 3. Un essaim d’observations aplani deux fois 
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Figure 4. Triangles issus d’une dérivation de la forme linéaire 
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Figure 5. La structure des mineurs d’un déterminant d’ordre huit
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Figure 6. Le domaine de variation des coefficients structuraux
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Figure 7. Le domaine de variation des coefficients structuraux
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Figure 8. Relations structurelles et confluentes
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Figure 9. La courbe historique de deux fonctions sinus non amorties
Figure 9A. Le cas général
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Figure 9B. Le cas où les phases coïncident
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Figure 9C. Le cas où les phases sont opposées
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