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Septième conférence

La technique des séries temporelles. Décomposition des 

séries. Opérations linéaires et leur problème d’inversion.

Dans presque toutes les séries temporelles que nous rencontrons dans l’économétrie et d’autres séries encore manifestent certains types de variations bien déterminées, il y a des oscillations de courte durée, de longue durée, des évolutions séculaires, etc. Ces divers types d’oscillations peuvent avoir des explications théoriques différentes. Quelques-uns des cycles peuvent être expliqués comme des oscillations forcées comme, par exemple, les variations saisonnières. D’autres peuvent trouver leur explication dans la forme des relations dynamiques. En effet, je vous ai donné des exemples montrant comment la forme structurelle des relations dynamiques peut déterminer la forme des courbes temporelles et je vous ai montré comment les oscillations d’un tel système dynamique peuvent être entretenues par des chocs aléatoires. C’est là le point de vue théorique et explicatif. 
Aujourd’hui je me place d’un point de vue un peu différent. Je suppose qu’il nous est donné une série temporelle et je me demande si nous ne pouvons pas— même avant d’avoir développé toute une théorie explicative du phénomène— étudier plus ou moins empiriquement la courbe donnée. N’est-il pas possible de développer une technique statistique qui permette de déterminer à partir de la courbe totale donnée la forme de ses composantes ? C’est là le problème de la décomposition des séries temporelles. C’est  là  le problème dont je vais parler aujourd’hui. 
Je vous ai parlé de l’analyse spectrale des séries temporelles. C’est là essentiellement une méthode de décomposition. Mais ce n’est pas le genre de méthode dont nous avons besoin dans notre cas. Je vous dirai pourquoi. L’analyse spectrale consiste à construire une courbe, appelée le spectre, et dont l’abscisse représente une fréquence et l’ordonnée l’intensité avec laquelle une oscillation de cette fréquence se présente dans la série. Pour déterminer ce spectre à partir de la courbe temporelle elle-même, il faut exécuter une intégration sur cette courbe, intégration qui, en principe, doit s’étendre à l’infini dans les deux sens. Voilà une première propriété de la méthode spectrale, qui a un grand inconvénient dans les analyses économiques et aussi dans un bon nombre d’autres analyses. En effet, souvent les ondes que nous considérons sont dans une certaine mesure variable, la longueur de la période peut changer, etc. C’est là une propriété qui découle même théoriquement si les ondes sont entretenues  par des chocs aléatoires, et cette variation dans les ondes peut être une chose pas importante à étudier. Pour cela il est très peu plausible d’étudier ce qui se passe dans le voisinage d’un certain point de temps en faisant intervenir de l’information relative aux variations de la courbe étudiée en des points très éloignés du point étudié, et particulièrement il parait peu plausible de faire intervenir toutes ces informations avec le même poids, comme on le fait dans le procédé d’intégration employé dans l’analyse spectrale. 

Par exemple, au commencement du 20ème siècle, on a pu discerner dans les statistiques américaines et dans bien d’autres statistiques un cycle économique d’environ 3 ans ½. Un fait assez intéressant est que la vague de cette composante, qui a eu lieu immédiatement au commencement de la guerre, montre une période un peu plus grande que d’habitude. Peut-être peut-on expliquer ce fait par le ralentissement des affaires causé au début de la guerre par l’incertitude, ou peut-être y a-t-il une autre explication plausible. Quoi qu’il en soit, cet allongement de la période de cette vague individuelle est un fait intéressant à étudier. Mais si on se borne à étudier le phénomène par la méthode spectrale, nous n’aurons pas la moindre indication d’un tel fait. La seule chose dont le spectre peut nous informer est la présence d’un cycle dont la période moyenne sera de 3 ans ½. 

Et un autre point non moins important est que si le matériel n’embrasse pas un nombre de cycles assez grand, si par exemple le matériel est plus court que 5 cycles, la méthode spectrale ne peut pas du tout être appliquée. 

Dans l’économie  et dans bien d’autres matières aussi, nous avons donc besoin d’une méthode d’analyse des séries temporelles qui soit plus souple et qui puisse permettre d’analyser les caractéristiques des diverses vagues individuelles. 

Une telle méthode doit être une méthode locale par distinction d’avec une méthode spectrale qui est une méthode totale, dans le sens qu’elle fait intervenir toutes les données pour déterminer la situation en un point donné. La conférence d’aujourd’hui sera consacrée à l’étude d’une telle méthode locale, ou plutôt à l’étude d’une série de procédés locaux, les divers procédés étant appropriés pour des divers cas spéciaux qui peuvent se présenter dans la pratique. Ce que je vais vous présenter est une série d’outils dont il faut savoir se servir plutôt qu’une méthode unique que l’on peut employer mécaniquement. 

Je vous donnerai d’abord un exemple très simple, qui peut servir à donner l’idée locale qui est à la base de la méthode que je vais discuter. Supposons que nous ayons une variable temporelle qui se compose de deux termes, le premier terme étant une fonction sinus et le second terme une ligne droite :
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Nous supposons que la courbe totale est donnée et nous nous proposons de déterminer dans cette courbe les deux composantes yt et zt. Voilà un problème de décomposition d’une série temporelle donnée dans le cas le plus simple qu’on puisse imaginer. 

Prenons la dérivée seconde de la courbe totale. Cette opération a des effets sur les deux composantes, qui, selon nous, sont tout à fait intéressantes. D’abord l’effet sur le second terme est complètement dévastateur. Quand les deux dérivations sont faites, il ne reste plus rien du second terme. Et l’effet sur le premier terme est non moins intéressant, 

Par la première dérivation, la fonction sinus est remplacée par un cosinus, mais la seconde dérivation nous amène de nouveau à la fonction sinus. La seule différence est que le premier terme est maintenant multiplié par le facteur –α2. Le premier terme sera simplement proportionnel à la dérivée seconde de la courbe totale. Une conséquence immédiate de cet état de choses est que les zéros de la fonction temporelle 
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 indique la position des zéros du premier terme. Cela est déjà un résultat assez intéressant. En effet, nous sommes maintenant en position de pouvoir fixer les points normaux de la première composante, c’est-à-dire les points de temps où cette composante passe de positif à négatif. Marquons ces points sur la courbe wt (voir fig. 1). 
INSERER FIGURE 1

Ensuite négligeons pour un moment toute la courbe originelle entre les points normaux que nous avons marqués et fixons notre attention seulement sur la série temporelle qui se compose de ces points discrets. C’est là une série temporelle où la première composante est éliminée. En effet, dans les points normaux, l’ordonnée de la première composante est zéro. Les points normaux  forment donc simplement une série de points sur la ligne droite que représente le second terme. Si nous joignons ces points par une ligne, le problème de la décomposition est par conséquent résolu complètement. La ligne droite ainsi construite est le second terme zt, et la déviation de la ligne totale w autour de cette ligne, wt-zt, est le premier terme yi. 

En pratique, le principe qui consiste à marquer les points normaux peut être fait d’une façon très rapide. Les points normaux, vous le voyez bien, seront tout simplement les points d’inflexion de la courbe totale. En effet, une fonction sinus a cette propriété qu’elle change sa courbure au point même où elle passe par zéro, et d’autre part, la ligne droite n’a pas de courbure du tout. C’est là un procédé qu’on peut en pratique faire graphiquement à vue. On passe d’abord son crayon rapidement sur les petites fluctuations irrégulières de la courbe donnée de façon à avoir une courbe continue et régulière. Et on marque ensuite à vue de nez [RF : au coup d’œil]
 les points d’inflexion de cette courbe continue.

Cette méthode que nous avons développée en supposant que la tendance séculaire dans la courbe totale est une ligne droite, va pas  mal fonctionner, vous le voyez bien, même dans le cas où la tendance séculaire n’est pas exactement une ligne droite. En effet, si elle ne l’est pas, les points normaux vont former une ligne courbée qui, elle, pourra être prise comme définissant la composante séculaire. 

INSERER FIGURE 2

Le seule condition qui doit être remplie pour que cette méthode graphique soit applicable, est que le second terme représente une oscillation beaucoup plus lente que celle du premier terme. 

La méthode des points normaux est une méthode assez pratique dont on peut se servir comme une première orientation rapide. Elle peut même être appliquée aux cas où il y a plusieurs composantes présentes pourvu seulement qu’il y ait une différence assez grande entre ces composantes. Cela veut dire que l’oscillation du premier terme est beaucoup plus rapide que celle du second terme et que l’oscillation du second terme est beaucoup plus rapide que celle du troisième terme et ainsi de suite. 

On commence à marquer les points d’inflexion de la courbe totale. Après on trace une courbe passant par les points normaux ainsi définis. Ensuite, on marque les points d’inflexion de cette nouvelle courbe. Ce sont des points normaux d’ordre supérieur. On passe une courbe par ces points et ainsi de suite. 

Une première analyse par cette méthode est une chose très recommandable quand on se trouve face à une nouvelle série temporelle, que l’on veut étudier. Je ne dis pas que la méthode donne toujours des résultats qui doivent être acceptés comme finaux, mais elle est très commode pour une première orientation de la situation. On obtient ainsi une intuition rapide des genres de cycles qui pourraient être présents.
Le point de départ des considérations qui nous ont amené à cette méthode a été les dérivations de la série originale. Pourtant, on aurait pu aussi bien se servir des différences finies. Si la série consiste en deux termes, une fonction sinus et une ligne droite, alors une différence seconde aurait à peu près les mêmes effets que ceux que nous avons considérés tout à l’heure. La ligne droite sera annulée et la fonction sinus sera simplement multipliée par un facteur. Ce facteur du reste n’est que le facteur d’opération que j’ai défini dans une des dernières conférences.

Il y a encore d’autres procédés qu’on peut considérer pour déterminer les points normaux. On peut par exemple considérer une moyenne mobile de la série originale. Cette moyenne mobile est une série temporelle qui va couper la première courbe en un certain point, et si la courbe originelle se compose d’une fonction sinus et d’une ligne droite, alors ces points d’intersection sont exactement les points  normaux. On s’en rend facilement compte en remarquant qu’une ligne droite n’est pas affectée par une moyenne mobile, par conséquent, la différence entre la série originelle et la série de la moyenne mobile est une série d’où la ligne droite est éliminée. 

Si la première série est assez irrégulière, on peut prendre des moyennes mobiles successives et marquer les points d’intersection non pas entre la courbe originelle et une moyenne mobile, mais entre deux moyennes mobiles consécutives.
Jusqu’ici j’ai attaqué le problème de la décomposition en ne considérant que les points normaux, c’est-à-dire les points où la première composante passe par zéro. Nous avons interpolé une ligne par les points normaux ainsi définis et la première composante n’a été déterminée que comme la déviation de la courbe originelle autour de cette courbe interpolée. Mais il est facile de voir que même avec les opérations extrêmement simples que nous avons considérées ici, telles que des déviations, des différences et des moyennes mobiles, nous pouvons obtenir une courbe qui peut directement servir de représentant de la première composante. Considérons par exemple la différence seconde. Dans le cas simple où la courbe originelle est formée d’une fonction sinus et une ligne droite, nous aurons : 

(2) 
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C’est-à-dire en tout point du temps, la première composante est directement proportionnelle à la différence seconde. Le facteur de proportionnalité peut être déterminé immédiatement si nous connaissons la période de la première composante. Mais cette période sera évidente si nous avons tracé la différence seconde de la courbe originelle sur un intervalle de temps assez long. En effet, la période ne sera que le double de la distance entre 2 zéros de la différence seconde. Cela nous donne encore une autre méthode pour effectuer la détermination de la première composante, méthode que nous pouvons appeler la méthode des représentants. Cette méthode des représentants pourra aussi être basée sur des moyennes mobiles. Nous pouvons considérer la courbe obtenue en prenant la différence entre deux moyennes mobiles successives. Cette opération est encore une opération linéaire que nous pouvons désigner par 

(3) 
 
[image: image4.wmf]2

G

-

G


où 
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 est le symbole d’une moyenne mobile. L’opération (3) appliquée à la courbe temporelle sera encore proportionnelle à la première composante pourvu que la seconde composante  soit une ligne droite  

(4) 
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Voir figure 3. 
INSERER FIGURE 3

Cela nous indique qu’il doit exister toute une classe d’opérations linéaires telles que le résultat qu’on obtient en les appliquant à notre courbe temporelle donnée sera proportionnel à la première composante.

Cette classe d’opérations est simplement la classe de toute opération symétrique où la somme des poids est égale à zéro. En effet toute opération symétrique, et donc quand la somme des poids est égale à zéro, annule une ligne droite.  

 Si Ω est une telle opération, nous avons donc

(5) 
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Cela ouvre des perspectives nouvelles. Nous avons la possibilité de choisir notre opération Ω de façon à ce qu’elle remplisse aussi certaines autres conditions, par exemple nous pouvons demander qu’elle aplanisse les petites oscillations irrégulières. C’est là une propriété qui est d’une grande importance et d’une grande commodité du point de vue pratique. C’est une propriété que, par exemple, la différence suivante ne possède pas. 

Si le second terme de la courbe originelle n’est pas une ligne droite, la relation de proportionnalité ne sera pas rigoureusement satisfaite si Ω est la différence seconde ou la différence entre deux moyennes mobiles. Mais peut-être sera-t-il possible d’arranger la sélection de l’opération générale Ω de telle façon que la condition de proportionnalité (5) sera remplie.

Supposons par exemple, que le second terme n’est pas une ligne droite, mais  une fonction sinus avec une grande largeur. Quelle condition faut-il que l’opération Ω satisfasse pour que la relation de proportionnalité (5) soit satisfaite ? La condition nécessaire et suffisante est évidemment que l’opération Ω soit telle que sa courbe de facteur passe par zéro à la fréquence du second terme. C’est-à-dire si nous avons un second terme avec une fréquence α2. Alors le facteur d’opérations doit  passer par 0 au point α2, mais, ce facteur d’opérations doit avoir au contraire une ordonnée assez grande au point α1 si α1 est la fréquence du premier terme pour lequel nous recherchons un représentant. Si l’opération Ω a ces propriétés, nous pouvons dire quel est l’amplificateur pour la fréquence α1 et quel est le nullificateur pour la fréquence α2. Le problème général sera donc 
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INSERER FIGURE 4
Tâchons maintenant de dégager ce qui est général dans les considérations auxquelles nous sommes amenées. Nous supposons que la courbe totale donnée est composée de m composants : 

(6) 
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Dans la pratique nous avons le plus souvent un soupçon relatif à l’ordre de grandeurs des fréquences α1……αn qui sont présentes. Un problème important est donc de savoir comment nous pouvons construire une opération amplificatrice avec les propriétés spécifiées quand nous faisons d’abord remarquer que si on n’impose aucune condition sur la nature de l’opération, on peut toujours trouver une opération qui corresponde à un facteur d’opération arbitraire donné 
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. C’est-à-dire on peut se donner une courbe de facteur arbitraire, composé par des lignes brisées ou des parties continues — voir figure 5. 

INSERER FIGURE 5
Nous proposons le problème de déterminer une opération linéaire L telle que la courbe temporelle 
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peut être prise comme un représentant pour une composante bien déterminée. La condition nécessaire et suffisante pour que l’opération L possède cette propriété, est évidemment que son facteur d’opération considéré comme fonction de la fréquence ait des ordonnées très petites dans la proximité de tous les points de fréquence représentés dans les diverses composantes excepté dans le voisinage de la fréquence de la composante dont nous recherchons un représentant. Voilà le problème général d’amplification. Si L possède cette propriété, nous disons que L est un amplificateur pour la composante en question vis-à-vis des autres composantes considérées.

Et qu’importe la forme que l’on a donnée à cette courbe (pourvu seulement que la courbe satisfasse à certaines conditions très générales), on peut toujours trouver un système de poids Lx tel que l’opération définie par ce système de poids ait exactement la courbe donnée comme courbe de facteur. En effet, d’après la définition du facteur d’opération : 

(7)
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ce facteur n’est que la transformée de Fourierdes poids. Inversement les poids seront chacun représentés par la transformée de Fourierde la courbe du facteur. Pourtant si on se donne une courbe  de facteur arbitraire pour pouvoir le représenter exactement par le procédé d’inversion, il faudra dans le cas général faire intervenir toute une infinité de termes Lx, et le plus souvent ces termes se trouvent à une distance très grande ; c’est-à-dire qu’il y aura des Lx même pour des x très grandes. Pourtant dans la pratique c’est là justement la chose que nous voulons éviter. On voit clairement ici la différence fondamentale entre le point de vue de la méthode spectrale et la méthode plus souple et plus pratique dont je m’occupe ici. Le problème d’amplification tel que nous l’avons posé, doit être conçu comme un problème à conditions supplémentaires et non pas comme un problème libre tel qu’on le conçoit dans l’analyse spectrale.

Nous supposons que nous avons posé d’une façon ou d’une autre certaines conditions pratiques auxquelles doit satisfaire l’opération. Par exemple que le nombre de termes ne doit pas dépasser un certain nombre donné à l’avance. Ou que la distance de ces termes du point central de l’opération ne doit pas dépasser une certaine grandeur etc. Et nous nous demandons comment les poids doivent alors être choisis pour donner une opération dont la courbe de facteur s’approche autant que possible d’une courbe donnée à l’avance. 

Je dirai d’abord quelques mots d’ordre général sur la possibilité d’approcher ainsi une courbe de facteur donnée. Ensuite, je vais indiquer quelques procédés pratiques pour construire des amplificateurs. 

Soient 
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 les fréquences des diverses composantes. Pour exprimer le forme de la courbe de facteurs, dans le voisinage de chacun des points 
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, j’introduis les paramètres suivants : 

(8) 
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où les 
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sont des fonctions de poids non négatives et telles que  
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, chaque 
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 peut représenter tout un groupe. Comme cas particulier, la fonction 
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  peut être choisie comme égal à   une constante dans un certain voisinage de 
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 et égale à 0 sur le reste de l’intervalle. Cela veut dire que pour chaque fréquence 
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 nous tenons compte de la forme de la courbe de facteur seulement dans les environs du point 
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. Notre idéal pour un amplificateur pour la composante N° k pourra maintenant être exprimée à l’aide des paramètres 
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. Nous proposons de déterminer notre opération de telle façon que tous les paramètres 
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deviennent très petits à l’exception du paramètre 
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 qui doit être très grand. Ou plutôt c’est le rapport de tous les paramètres 
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 au paramètre 
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qui doit être petit. Considérons un de ces rapports, par exemple le rapport 

(9)
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Si nous introduisons l’expression de 
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tirée de (7), le rapport (9) s’écrira sous la forme 
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où 
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Et de même pour k. Le rapport 
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considéré est donc le rapport entre deux formes quadratiques, les coefficients de ces formes étant 
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Puisque les fonctions de poids 
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sont non négatives, la formule (8) montre que le numérateur ainsi que le dénominateur de (9) sont non négatifs pour  n’importe quelle valeur on attribuée au poids 
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. Cela veut dire que les formes quadratiques dans (10) sont des formes quadratiques positives définies.

Supposons un moment qu’on veille choisir les poids 
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 avec pour  seul but de rendre le rapport (10) le plus petit possible. Le problème sera alors de minimiser le rapport de deux formes quadratiques. C’est un problème classique d’algèbre. On sait que la valeur la plus petite possible pour ce rapport sera la plus petite racine de l’équation 
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(12) doit être entendue comme étant le déterminant dont les lignes sont représentées par les diverses valeurs de x et les colonnes par les diverses valeurs de y. La formule (12) indique clairement la façon dont les conditions spéciales imposées empêchent d’obtenir une amplification sur une multiplication exacte. Si l’intervalle autour de 
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 dont nous tenons compte, tend vers zéro, et si le paramètre 
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 remplace
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, il est évidemment possible de choisir les poids 
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 de telle façon que la seule condition 
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 sera satisfaite. Mais si nous considérons un intervalle se composant d’un ensemble continu de points autour de
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, c’est-à-dire si le paramètre 
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est défini par une vraie intégrale 
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devient positif défini, non nul, alors la valeur du rapport 
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 ne peut être par conséquent inférieure à un certain nombre positif, non nul
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, et ce nombre est justement la plus petite racine de l’équation (12). Pour pouvoir rendre ce rapport aussi petit que l’on veut, il faut ou bien laisser l’intervalle d’intégration en (8) tendre vers zéro et ne considérer qu’un nombre fini de points 
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, ou bien il faut augmenter le nombre de poids à l’infini. 

C’est encore un fait qui indique la différence entre le point de vue spectral et le point de vue que nous avons adopté ici.

Pour aborder maintenant la construction pratique des amplificateurs, considérons quelques cas spéciaux de la formulation tout à fait générale que nous avons donnée du problème par les formules (8) et (9). Nous pouvons d’abord considérer une opération de la forme suivante : entre 
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, l’ordonnée sur la courbe de facteur doit être égale à l’unité, et pour des valeurs de 
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 plus grandes que 
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, elle doit être égale á zéro. C’est là ce qu’on pourrait appeler l’opération de coupure. Voir figure 6.

INSERER FIGURE 6
Une opération avec une telle courbe de facteur aura la propriété d’aplanir toute oscillation de fréquence plus grande que 
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 tandis qu’elle laisse intacte toute oscillation de fréquence plus petite que 
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Ce sera là évidemment d’un certain point de vue l’idéal d’une formule d’ajustement. En choisissant 
[image: image56.wmf]1
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, on pourra essayer d’avoir une formule qui élimine les fluctuations dont  la longueur se trouve au-dessous d’une certaine limite donnée. Cette limite pourra être appelée la période de coupure. Si on pose le problème comme un problème libre, sans condition quelconque  sur les poids, on trouve que les poids Lx doivent être choisis simplement comme les ordonnées de la courbe 

(13)
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où δ est un facteur d’échelle qui est déterminé d’une façon simple par le choix de la fréquence de coupure α1. Et c’est un résultat assez intéressant de voir que, si on impose la condition qu’il ne doit y avoir des poids Lx que sur un ensemble discret donné 
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, la solution sera simplement  donnée par les ordonnées de la courbe (13) aux points 
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. Voir figure 7. 

INSERER FIGURE 7

Une opération conditionnée a une courbe de facteur qui s’approche plus ou moins bien de la figure 6. Il est facile de se rendre compte qu’une condition qui exige l’emploi exclusif de poids dont la distance par rapport à l’origine ne dépasse pas un certain nombre donné assez petit, exerce une influence beaucoup plus fâcheuse qu’une condition relative à la densité des poids. C’est là un effet qu’on pourrait appeler l’effet de distance. Je donnerai plus tard un exemple de l’emploi d’une telle opération de coupure.

L’opération que je viens d’indiquer peut être considérée comme un amplificateur représentatif si le cycle qu’on veut amplifier est le cycle le plus long qui est présent dans la série. Dans ce cas, on n’a évidemment qu’à choisir la fréquence X1 un peu plus grande que la fréquence de la composante qu’on veut amplifier, et alors l’opération considérée va annuler plus ou moins complètement toutes les autres composantes pour ne laisser que cette seule composante. 

Mais si on veut amplifier une composante intermédiaire, alors l’opération que je viens d’indiquer ne peut être employée. Par exemple, si on soupçonne que la composante considérée a une période d’environ 20 ans, et si on soupçonne de plus la présence de périodes plus courtes de 10 ans, et aussi des périodes plus grandes, par exemple de 50 ans, alors il faut se servir d’une opération un peu plus compliquée que celle que je viens d’indiquer. On peut par exemple construire ce que j’appelle une opération de secteur. C’est là une opération dont la courbe de facteur s’approche de la forme indiquée dans la figure 8. 

INSERER FIGURE 8

C’est-à-dire que le facteur sera égal à l’unité entre 
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 et 
[image: image61.wmf]2

a

, et sera égal à zéro en dehors de cet intervalle : une telle opération peut être construite comme la différence entre deux opérations de coupure avec les fréquences de coupure respectives 
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 et 
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.

On peut encore considérer une autre forme d’opération. On peut par exemple poser la condition que la courbe du facteur s’approche autant que possible de la forme que je viens d’indiquer, mais cela seulement entre deux limites 
[image: image64.wmf]3
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 et 
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. En dehors de ces limites, on n’impose aucune condition à l’opération, voir figure 9


INSERER FIGURE 9

On doit s’attendre à ce que l’abandon des conditions imposées en dehors d’un certain intervalle, doive pouvoir permettre de satisfaire plus complètement les conditions imposées à l’intérieur de cet intervalle. J’appellerai une telle opération, je l’appellerai une opération de déblaiement, car elle déblaie pour ainsi dire les fréquences dans les environs les plus proches de l’intervalle 
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 et on ne s’occupe pas du tout de ce qui se passe en dehors. Ici nous rencontrons certaines difficultés dans le calcul effectif des poids. J’ai pourtant développé une méthode d’itérations qui donne un résultat assez satisfaisant, mais même avec cela, la détermination des poids n’est pas un travail aisé. 

La construction pratique des amplificateurs peut être approchée aussi d’un autre point de vue. On peut formuler quelques opérations types tout à fait élémentaires et suivant les cas particuliers rencontrés, composer des opérations plus complexes à l’aide des ces opérations élémentaires. Comme amplification très simple, nous pouvons considérer l’opération de la seconde différence où l’opération H, que j’ai définie lors des dernières conférences et qui consiste simplement à prendre la somme de 2 termes dans la série A à une certaine distance. Une combinaison convenable de cette opération élémentaire permet de construire des opérations qui sont des amplificateurs de plus en plus forts. Par exemple si l’on veut amplifier un cycle d’une période 20 ans, on peut appliquer successivement les opérations élémentaires 

(14)
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La courbe de facteur de l’opération élémentaire 
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 est indiquée dans la figure (12).

p20 : les graphes sont manquants 

On voit que la courbe de fréquence a un maximum à la proximité de la fréquence qui correspond à la période de 20 ans. Si on ajoute maintenant l’opération 
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, on aura une opération dont la courbe d’opération est indiquée dans la figure (13) 
[graphe non présent].
Si on ajoute ensuite 
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, on a la courbe de la figure (14) [graphe non présent]
Et finalement, si on ajoute l’opération 
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, on a la courbe de la figure (15) [graphe non présent] 
Par cette série d’opérations l’amplification devient de plus en plus forte, mais en même temps elle devient de plus en plus serrée [c’est Frisch qui souligne], dans le sens où il n’y a que la fréquence qui se trouve exactement au point de maximum qui est amplifiée. C`est là, vous le comprenez, une chose qui peut être très dangereuse dans la pratique. Par exemple, si on soupçonne la présence d’une période de 10 ans, et si on n’est pas très sûr que la période soit de 8, 9 ou 10 ans, alors il sera très dangereux d’employer une opération aussi serrée, puisque si l’opération n’est pas formée sur la longueur exacte de période, la composante va être annulée au lieu d’être amplifiée. Voilà les considérations qu’il faut avoir en tête dans la pratique. 

Finalement, on peut considérer une espèce d’amplificateur élémentaire, que j’appelle des cosinus locaux et qui sont définis ainsi

(15)
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Puis  on a une feuille volante entre les pages 21 et 22  avec les graphes des figures 16,17,18  qui devront être intégrés dans le texte par la suite.

où la composante a a été choisie de façon à ce que le binôme qui se trouve devant le cosinus dans (15) s’annule exactement à un point où le terme cosinus s’annule aussi. Ce point sera alors un point de contact et pourra être pris comme la limite de l’opération, c’est-à-dire qu’on arrête le système de poids en ce point. Il est assez important que la détermination des poids soit faite doucement en ce point de contact. On trouve que c’est là une condition essentielle pour que l’opération puisse éliminer autant que possible les oscillations aléatoires. La constante a peut être choisie de telle façon que la longueur de l’opération approche 3 ½ périodes comme  dans la figure 16 ou 5 ½ périodes comme dans la figure 17 ou 7 ½ périodes comme dans la figure 18, etc.


Figure 16


Figure 17


Figure 18

Un fait intéressant de vue pratique est que par le choix de la constante a que nous avons ici considérer, on a en même temps obtenu que l’aire totale sous la courbe des poids soit presque égale à zéro. D’une façon plus précise, elle s’approche de zéro quand l’opération devient de plus en plus étendue. Mais, déjà pour le premier cas, l’approximation à zéro est tout à fait satisfaisante dans la pratique. C’est là une particularité très commode parce qu’elle assure que, dans la série temporelle obtenue, il ne reste pas de tendance séculaire, en ce sens que toute ligne droite originalement connue dans le matériel est éliminée. 

Quand on a construit par une méthode ou une autre un amplificateur, une question importante se pose alors. Comme je l’ai expliqué dans une de mes dernières conférences, quand on applique une opération linéaire, on doit toujours être sur ses gardes vis-à-vis des cycles fictifs que l’on peut créer par l’opération.

Une chose essentielle qu’on ne doit jamais manquer de faire, c’est de construire la courbe de facteur pour déterminer le genre de cycle que cette opération va produire, quand elle est appliquée à une variable aléatoire. D’après les méthodes que j’ai indiquées dans une autre conférence ce calcul peut être fait pour n’importe quelle opération linéaire. Pour une amplification  très forte, on peut aussi déterminer l’amplitude aléatoire par un procédé plus simple. 

Et dans le cas d’amplificateur, la création de cycles fictifs devient même un phénomène très prononcé. En effet, un amplificateur est une opération linéaire dont la courbe de facteurs a une bosse, plus ou moins prononcée, autour de la fréquence que l’on veut amplifier. Mais il découle des considérations que j’ai développées dans une des conférences précédentes, que, cette opération va alors certainement créer un cycle fictif ayant justement cette fréquence. Nous sommes donc dans une situation un peu pénible. Nous voulons savoir si la série donnée contient un certain cycle. Pour le rechercher, il faut appliquer un amplificateur, mais en le faisant, nous allons créer par l’opération même, ce même cycle que nous recherchons. Comment pouvons-nous savoir alors si le résultat prévu est vraiment quelque chose qui était présent dans les données originales ou si c’est seulement quelque chose que nous avons créé nous-mêmes ? C’est là encore un problème pour lequel les considérations développées dans les conférences antérieures peuvent nous aider. Nous pouvons déterminer l’amplitude de l’oscillation fictive qu’on doit s’attendre à trouver. Et une comparaison entre cette amplitude déterminée a priori et l’amplitude que l’on observe empiriquement, permet d’avoir une idée quant à savoir si l’amplitude trouvée est fictive ou réelle.

Pour pouvoir déterminer l’amplitude du cycle fictif, vous vous souvenez qu’il faut connaître l’écart quadratique de la variable aléatoire. Comment pouvons-nous la déterminer ? 

Elle peut être déterminée parfois par des considérations a priori, mais ce sont là des cas exceptionnels en pratique. Le plus souvent, il faut la déterminer à partir de la série temporelle donnée. Pour ce faire, on peut considérer l’élément aléatoire comme une composante de notre série. On peut tenter de séparer cet élément par un procédé plus ou moins analogue à celui que nous avons considéré pour séparer une des autres constantes. Cette séparation de l’élément aléatoire étant faite, il ne sera évidemment pas difficile de trouver son écart quadratique. 

Une autre méthode pour séparer la composante aléatoire sera d’appliquer à la série donnée une différence seconde, avec la plus petite inter-distance possible. On regarde si les variations  ont une période de variation qui s’étend sur un nombre d’observations assez grand en comparaison avec le petit intervalle sur lequel s’étend la différence seconde. On peut aussi considérer d’autres opérations linéaires, qui peuvent servir comme à trouver un amplificateur pour l’élément quadratique. Supposons donc qu’on a d’une façon ou d’une autre, déterminé un tel amplificateur G pour la constante aléatoire. L’écart quadratique dans la série temporelle Gw sera égal à :

(16) 
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en supposant que Gw varie autour de zéro. 

La sommation sur x dans (16) est étendue à un certain intervalle de temps, et N désigne le nombre de termes dans cette sommation. Evidemment la quantité (16) dépend du choix de cet intervalle sur lequel la sommation est effectuée. En général, le changement de 
[image: image74.wmf]s

 avec l’intervalle de sommation est assez souple pour ne pas introduire des difficultés dans nos déductions. Si l’opération G peut être considérée comme un bon amplificateur pour l’élément aléatoire, nous avons approximativement 

(17) 
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L’expression empirique (16) peut donc être considérée comme une détermination approximative de l’écart quadratique de la série qu’on obtient en appliquant l’opération G à la seule composante e. Et il ne sera pas alors difficile de déterminer l’écart quadratique de e. En effet, il existe une relation très simple entre l’écart quadratique d’une variable qui est aléatoire, dans le sens de non auto-corrélation, et l’écart quadratique de la série temporelle obtenu en appliquant une opération linéaire. On a alors 
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mais si e est non auto-corrélée le dernier membre de (18) devient 
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Si l’écart quadratique est constant ou lentement variable avec le temps, on a donc 

(20) 
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L’écart quadratique d’une variable aléatoire est donc simplement multiplié par la racine carrée de la somme des carrés des poids de l’opération appliquée. 

Ce procédé permet de déterminer l’écart quadratique de e et par la suite, il permet de déterminer l’écart quadratique de l’amplitude moyenne qui est créée par l’amplificateur que l’on a employé pour déterminer une constante cyclique dans la série originale. Cet amplificateur est alors en effet déterminé par la formule

(21) 
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que j’avais donnée dans une de mes conférences précédentes.
Si l’amplificateur est très fort, l’amplitude fictive peut aussi être déterminée par une formule approchée plus simple. En effet, si on emploie un amplificateur fort à une variable aléatoire, le résultat sera une série temporelle qui aura presque la forme d’une fonction sinus. Mais il est bien connu que l’écart quadratique d’une fonction sinus est égal à l’amplitude divisée par 
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. C’est-à-dire si y est une fonction sinus, on a 
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dans la mesure où l’oscillation fictive ressemble à une fonction sinus, l’amplitude fictive créée par l’amplificateur L, sera donc

(23) 
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mais d’un  autre côté

(23.1)
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donc 

(24) 
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Pour le cycle fictif principal, la forme (24) donne un résultat qui concorde bien avec le résultat de (21), mais naturellement cela n’est plus vrai pour les cycles fictifs secondaires. Dans le cas des opérations A, B, C considérées dans la conférence n°5, on trouve par exemple : 

TABLEAU 1
L’amplitude du cycle fictif étant ainsi déterminée, on peut construire autour de la courbe qui résulte de l’application d’un amplificateur donné, une bande de l’épaisseur de 2 fois l’amplitude fictive moyenne à laquelle on doit s’attendre. Cette bande nous l’appellerons la bande aléatoire. Elle représente l’amplitude moyenne du cycle fictif. L’épaisseur de cette bande par rapport à l’amplitude des fluctuations de la courbe qui résulte de l’opération linéaire, indique si on peut avoir confiance dans le résultat ou non.

Comme exemple, je prendrai la courbe et la bande aléatoire ainsi déterminées pour le cycle de 15 ans, qu’on a pu discerner dans le prix du blé pour différents pays de l’Europe au le siècle dernier, voir figure (19). 

[la figure 19 est à trouver car elle n’est ni p. 27, ni p. 28, ni dans la première version].

Vous voyez qu’au commencement de la série, l’épaisseur de la bande est à peu près du même ordre de grandeur que la fluctuation elle-même ; par conséquent, on ne peut pas tirer une conclusion précise du résultat obtenu, mais aux XVII° et XVIII° siècles, l’épaisseur de la bande aléatoire est assez petite par rapport aux oscillations. Ici, il paraît permis de conclure que le cycle de 15 ans est une réalité. CHECK ARIANE’S REMARK
Les opérations que j’ai considérées jusqu’ici sont toutes des opérations linéaires pour séparer les diverses composantes. Je passe maintenant à une classe d’opérations qui ne sont plus linéaires et qui, dans bien des cas, fournissent des moyens plus puissants pour séparer les diverses composantes (« opérations linéaires corrigées »). 

Pour indiquer la nature de cette méthode, supposons tout d’abord, que nous ayons 2 composantes y1 et y2. 

Je suppose que nous avons appliqué deux opérations linéaires symétriques L1 et L2. Alors, nous aurons obtenu deux séries temporelles de la forme

(25)
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v1 est la série temporelle obtenue en appliquant l’opération L1 à la série donnée w et de même pour v2. ρij est le facteur d’opération obtenu en appliquant l’opération Li à la composante yj. Considérons pour un moment le système (25) comme un système linéaire dans les deux quantités y et résolvons le système par rapport à ces quantités. Nous aurons 
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où

(27)
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  est le déterminant des facteurs d’opérations. Les derniers membres de (26) sont des séries temporelles que nous pouvons avoir comme obtenues en appliquant les opérations

(28)
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à w.

Donc les opérations (28) sont des amplificateurs exacts pour les deux composantes. L1.2 est une opération telle que la série temporelle L1.2.w est proportionnelle à y1 et  L2.1w proportionnelle à y2 ; le facteur de proportionnalité étant dans les deux cas égal aux déterminants des facteurs d’opération. La notation L1.2  indique qu’il s’agit ici d’une opération qui produit un représentant pour la composante y1 quand la composante y2 est éliminée. Et il y a une signification analogue pour l’opération L2.1. Donc, si nous connaissons les fréquences exactes des deux composantes et si nous avons déjà appliqué deux opérations L1 et L2, nous pouvons former par une combinaison linéaire de ces deux opérations, deux nouvelles opérations qui seront des représentants exacts pour les composantes. 

Ce raisonnement se généralise facilement au cas de n composantes. Dans ce cas, nous supposons que nous avons n opérations linéaires et symétriques Li. Soient
(29)
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les séries temporelles obtenues en appliquant des opérations. Si le système (29) est résolu par rapport aux variables y nous aurons 

(30)
 
[image: image90.wmf]å

=

×

D

j

j

ij

i

v

y

r

ˆ



[image: image91.wmf]D

 est le déterminant de facteur d’opération et 
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 sont les éléments de la matrice adjointe des facteurs. Cela montre que les opérations linéaires définies par 

(31) 
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peuvent être considérées prises comme des représentants exacts pour les diverses composantes. Dans la série 
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 dans (31), l’indice i n’est pas écrit. 

En principe, les opérations Li sont arbitraires. La seule condition qui doit être remplie est que ces opérations sont linéairement indépendantes par rapport aux composantes yi, cela veut dire que les opérations doivent être telles que le déterminant Δ ne s’évanouit pas. Pourtant, dans la pratique, ces opérations doivent être choisies autant que possible d’une façon spéciale. On doit les choisir comme des amplificateurs aussi bons que possible. Le cas limite où les opérations sont déjà des amplificateurs exacts est caractérisé par le fait que, dans ce cas, le déterminant des facteurs d’opérations devient diagonal. Ces considérations montrent comment on peut en pratique développer un principe d’itération. D’abord, on peut avoir d’une façon approximative une idée de la nature des opérations à choisir; par exemple une analyse graphique des points normaux indique le choix qu’on doit faire pour l’amplificateur. Ensuite, on peut employer ce système d’amplifications, et en le faisant, on découvre peut-être que les périodes constantes ne sont pas exactement celles qu’on a crues d’abord. On peut donc alors corriger le choix d’amplificateurs en formant le nouveau système défini par (31) et ainsi de suite. 

Le problème se pose donc de savoir s’il n’y a pas un moyen d’arriver directement à une détermination des périodes. Si une telle méthode peut être développée, (31) donne des opérations d’amplification exactes. Une telle méthode directe pour la détermination des périodes peut en effet être développée. Car la méthode prend pour point de départ un système d’opérations linéaires qui, en principe, peuvent être arbitraires, pourvu seulement qu’elles ne soient pas linéairement dépendantes. Ce système doit être en principe choisi comme un système d’amplificateurs approchés. A partir du système de n courbes temporelles obtenues en appliquant ces opérations linéaires, on arrive à une équation caractéristique dont les racines fournissent les fréquences. Et le point essentiel de cette méthode est qu’elle peut être employée dans le voisinage d’un point quelconque du temps. Donc les racines ainsi déterminées peuvent être considérées comme des fonctions du temps. Si on pose alors 
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dans (31) égal à la valeur qui correspond aux fréquences déterminées à chaque point de temps, on obtient une détermination mobile des différentes composantes.

On a donc une méthode qui a la même souplesse que la méthode de la moyenne mobile en ce sens qu’elle peut s’adapter à la situation locale dans le voisinage d’un point, et qui est en même temps assez puissante pour pouvoir séparer simultanément n composantes.

Voici les principes d’après lesquels l’équation caractéristique est formée. Nous introduisons une nouvelle opération L0 qui, en principe, est arbitraire, pourvu qu’elle ne soit pas linéairement dépendante des autres, mais qui, en principe, doit être choisie de façon à ce qu’elle maintienne intactes toutes les composantes qui sont présentes dans la série. L’opération la  plus logique à choisir pour L0  est donc l’opération que j’ai appelée l’opération de coupure qui élimine les petites oscillations dont on ne veut pas tenir compte, mais qui retient toutes les oscillations plus longues. 

Je vais montrer que s’il y a n composants, les n+1 séries temporelles 
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 sont linéairement dépendantes, et non seulement cela, mais aussi que les coefficients de la relation linéaire qui existe entre les variables 
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 identique en t peuvent être considérées comme des coefficients d’une fonction caractéristique. 

En effet, considérons la série temporelle 

(34)
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Elle s’évanouit identiquement en t et c’est ce que l’on voit en déduisant de la colonne des v la première colonne des 
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 multipliée par y1, la seconde multipliée par y2 etc. Par ce procédé la première colonne s’évanouit.

Il existe donc identiquement en t une relation de la forme 

(34b)
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Si les fonctions vi ont été choisies de la façon que j’ai indiquée tout à l’heure, même pour un nombre plus petit de courbes temporelles, ces dernières ne peuvent pas être linéairement dépendantes. Donc les constantes Ai sont déterminées à un facteur commun près. Donc si on a déterminé par une méthode quelconque un système de coefficients Ai satisfaisant (34b), ces coefficients doivent être proportionnels aux mineurs correspondant aux éléments de la première colonne de (34). En conséquence, si on a déterminé par une méthode quelconque les coefficients Ai, la forme linéaire (34b) sera, à un facteur près, égal au déterminant. Donc, si on remplace dans cette formule vi par ρi(α), où ρi(α) est le facteur d’opération pour Li, on obtient une fonction de α qui s’annule pour α=α1 ou αn. Tout le problème est donc de déterminer par une méthode quelconque une relation linéaire entre 
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 de remplacer ensuite dans cette relation vi par 
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En pratique, les coefficients de la relation linéaire envisagée peuvent être déterminés de différentes façons ; un principe qui paraît assez logique est de déterminer par la méthode des moindres carrés la régression de L0 sur 
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, sur un certain intervalle de temps dans le voisinage d’un point considéré. La détermination des fréquences prendra alors la forme suivante : considérons les moments 

(32) 

 
[image: image104.wmf]å

=

t

j

i

ij

v

v

m


où la sommation est étendue dans le voisinage d’un point de temps considéré. Soient ρi(α) les fonctions de facteur pour les opérations 
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(33) 
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sera appelée la fonction caractéristique. Les racines de cette fonction sont les fréquences 
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Quand les racines sont déterminées en un point de temps donné, les ordonnées des composantes individuelles en ce point de temps seront déterminées par (30).
Quand on connaît les composantes individuelles, on peut naturellement former une combinaison linéaire à coefficients arbitraires 

(36) 
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Les considérations présentes montrent que l’expression de la fonction z ainsi définie peut être donnée, à partir de la forme 

(37)
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Cette forme fait immédiatement sauter aux yeux le fait que tous les problèmes de détermination d’une forme linéaire dans les composantes à coefficients donnés et par suite le problème de la décomposition, résident dans la détermination des facteurs d’opérations 
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La méthode que je viens d’indiquer peut être généralisée de différentes façons. Par exemple, pour déterminer les fréquences, il n’est pas nécessaire de se servir du même système d’opérations linéaires que celui qui entre dans les formules (30) et (31). Il y a aussi d’autres généralisations qu’on peut envisager mais sur lesquelles je n’insiste pas. 

L’idée de déterminer une relation linéaire entre une certain nombre de courbes définies par des opérations linéaires, est une idée assez ancienne dans l’étude des séries temporelles. Un des premiers qui attira l’attention sur la possibilité de déterminer par là les fréquences est le mathématicien et le statisticien allemand Bruns. Depuis, l’idée a de temps en temps été reprise dans la littérature, mais il paraît que ces considérations théoriques n’ont pas abouti à des résultats pratiques intéressants. Cela s’explique, je pense, par le fait que les auteurs qui ont attaqué le problème jusqu’ici, ont simplement posé d’une façon formelle certaines opérations linéaires, par exemple des différences itérées. Ils ont attiré l’attention sur le fait que, en principe [c’est Frisch qui souligne], une telle série d’opérations doit pouvoir déterminer les fréquences correspondant à n’importe quelle sorte d’oscillations. En d’autres termes, ils n’ont pas tenu compte des propriétés d’amplification des diverses opérations. Pourtant, du point de vue pratique, c’est là une chose absolument essentielle. Pour que la détermination des fréquences soit d’une certaine stabilité, il faut que les opérations sur lesquelles la formation de l’équation caractéristique est basée, soient approximativement des amplificateurs pour les oscillations qu’on veut étudier. Voilà la raison pour laquelle j’ai insisté tout à l’heure sur la différence entre le point de vue selon lequel les opérations peuvent être quelconques et le point de vue pratique où l’équation caractéristique doit être déterminée par des amplificateurs approchés.

Jusqu’ici j’ai supposé que le nombre de composantes était connu pour la formation de l’équation caractéristique. Et dans la pratique, cela est souvent le cas.

Au fur et à mesure que le travail progresse, on se forge une certaine idée de ce nombre. Pourtant il y a peut-être un avantage à pouvoir développer aussi un critère formel. Pour cela, considérons un ensemble d’opérations symétriques

(38)
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Comme cas particulier, on peut avoir Lhk=LhLk
Soit 
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 le facteur de l’opération de Lhk pour la composante yi. Soit vhk la série temporelle obtenue en appliquant l’opération Lhk à la série. Cela étant, considérons les déterminants d’ordre m
(39)
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Ce déterminant doit pouvoir être développé comme une somme de produits de la forme 
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où 
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 sont m nombres choisis parmi les n nombres 
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. Ce développement est évidemment un problème algébrique qui doit être indépendant de la signification concrète des y. Ce développement peut être donné sous la forme 

(40) 
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La loi de formation des déterminants en (40) est la suivante : on a remplacé dans le déterminant (39) v par ρ, ensuite on a ajoute i, j, …. k dans les colonnes. La formule (40) a toute une série d’applications très intéressantes à divers problèmes dans le domaine des distributions statistiques, et dans le cas des séries temporelles.

La manière la plus simple par laquelle on peut démontrer cette formule, paraît être de passer de m à m+1. Pourtant je n’y insiste pas ici.

Un cas particulier de la formule (40) est la formule 

(41) 
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qui s’applique au cas particulier 
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, 
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étant le facteur d’opération pour l’opération Lh sur la fonction yi. La dernière formule, particulièrement dans son application aux distributions statistiques, est due au mathématicien danois Gram. 

La formule (40) montre que si les y sont des fonctions sinus avec des fréquences différentes, alors le déterminant 
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 considéré comme une série temporelle ne peut s’évanouir identiquement si m est plus petit que le nombre n des composantes. Au contraire si m est plus grand que n+1, le déterminant 
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s’évanouit identiquement en t. On le voit simplement en développant un tel déterminant d’après une colonne arbitraire et en faisant la somme des déterminants ainsi obtenus à l’aide la formule (40).

L’analyse d’une série de déterminants 
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 permet donc de déterminer le nombre de composantes présentes. Si tous les déterminants jusqu’à 
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évoluent comme des séries temporelles, tandis que le déterminant 
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 et les déterminants supérieurs s’annulent identiquement, alors le nombre de composantes est égal à n.

Au lieu des déterminants (39), on peut aussi considérer des déterminants des moments mobiles. Comme je l’ai indiqué dans l’une des conférences précédentes, c’est un critère algébrique classique que le rang d’un ensemble de variables est égal au rang du déterminants des moments ; et le cas de n composantes est justement caractérisé par l’existence d’une relation linéaire entre n+1 séries dérivées .

UT ? Je vais donner un exemple du calcul d’un tel déterminant de critère. A un moment donné dans l’analyse de l’indice des prix pour les Etats-Unis, sur des données mensuelles, et pour la période entre 1900 [il manque l’indication de la fin de la période], j’ai voulu vérifier s’il y avait encore une composante dont il faudrait tenir compte. Pour cela, j’ai essayé de calculer les déterminant de critère approprié à la situation, le résultat est indiqué dans la figure (20) [il manque le graphe]. 

Vous voyez que dans la période d’avant guerre, la série considérée est presque mathématiquement égale à 0, tandis qu’à partir de juillet 1914, elle commence à dévier, elle fait un grand bond pendant les années 1916-17 et 1918, et après cela elle revient à son niveau presque mathématiquement égale à 0. Cela montre d’une façon très évidente la survenue d’une nouvelle composante importante qui a influencé le développement [de la série de l’indice des prix] pendant les années indiquées. Mais en dehors de la période de guerre, il n’y a pas de résidu en dehors de la composante étudiée.

Comme un exemple d’application des divers procédés, je vais présenter des résultats sur la décomposition de la série temporelle qui représente l’indice de prix en Angleterre par année. Une telle série existe à partir de l’année 1780 jusqu’à 1930. [figure 20……… qui est introuvable et qui est sensée représenter les US….incohérence]. Une analyse graphique préliminaire indique qu’il y a ici au moins 3 composantes, d’abord un cycle de 9 ans y1, ensuite indique qu’il y a un cycle d’environ 20 ans y2, et finalement un très long cycle y3 d’environ 50 ans. Il y a aussi une tendance séculaire dont je vais parler tout à l’heure.

La première chose que j’ai faite pour étudier cette série a été de former 3 amplificateurs préliminaires C1, C2, C3, un pour le cycle de 9 ans, un autre pour le cycle de 20 ans et ensuite une opération de coupure pour le cycle le plus long et la tendance séculaire. A partir de ces 3 amplificateurs élémentaires, j’ai construit des amplificateurs corrigés par la formule (31) [passage raturé : « en faisant une combinaison linéaire des premiers amplificateurs en utilisant comme coefficients les éléments de la matrice adjointe des facteurs d’après la formule (31) »].

Je vais m’arrêter en particulier sur l’opération dérivée C3.1.2 ainsi obtenue. C’es là l’opération de coupure qui doit faire ressortir les très longues oscillations et qui en même temps annule la composante de 20 ans, ainsi que la composante de 9 ans. Le système de poids de cette opération est indiqué dans la figure (21) [graphe manquant]  et par la courbe de facteur dans la figure (22) [graphe manquant].

Vous voyez que les poids sont symétriques, mais leur forme paraît un peu bizarre parce que les poids ont un minimum au milieu et deux maxima des deux côtés. La théorie montre que c’est là justement la forme des poids pour une opération de coupure avec la propriété que j’ai indiquée toute à l’heure. La courbe de facteur, comme vous le voyez sur la figure (22), passe par zéro pour le cycle de 20 ans, et passe aussi par zéro pour le cycle de 9 ans. Entre ces deux points, la courbe d’opération a une bosse dont le maximum a lieu autour d’une période de 13 à 14 ans. Nous devrons donc nous attendre à trouver dans les courbes dérivées un cycle fictif de cette longueur. Le résultat obtenu en appliquant cette opération de coupure à la série des données originales est représenté dans la figure (23) [graphe manquant].

Vous voyez que l’allure générale de cette courbe indique bien une oscillation longue de 50ans, oscillation qui est apparente même dans les données originales mais qui apparaît d’une façon plus pure dans la figure (23). Pourtant il y a encore des fluctuations irrégulières et pour les éliminer nous avons employé une série de moyennes mobiles itérées de 20 ans. Pour ne pas perdre les données aux deux extrémités, nous avons extrapolé à main levée les deux extrémités en tenant compte de l’allure générale de la courbe des données originales sur ces deux extrémités  ; et nous avons fait de même pour chacune moyenne mobile. Toutes nos courbes ont été déterminées de cette façon pour tout l’intervalle entre 1780 jusqu’en 1930. Nous allons considérer la série de la figure (23) comme une série donnée où nous voulons étudier d’une façon plus approfondie le long cycle de 50 ans. 

[Puis vient un passage raturé avec une référence à une figure (24) qui est manquante……… c’est pourquoi il parle d’une figure (25) page 41].

Une première conclusion qui s’impose est qu’il existe une tendance séculaire, une fluctuation d’ordre encore plus élevé encore que l’oscillation de 50 ans. Si nous marquons par exemple les points d’inflexion sur la courbe de la figure (24) [graphe manquant], et si nous joignons ensuite ces points, nous aurons une approximation grossière qui pourrait représenter cette fluctuation encore plus longue. Nous reportons à la courbe des données originelles, ce qu’il faut toujours faire quand on découvre un effet nouveau par l’application des opérations linéaires, et vous voyez que cette oscillation séculaire paraît assez conforme à l’allure générale des données brutes. 


Pour éliminer cette tendance supra-séculaire, nous avons ensuite pris la différence entre deux moyennes mobiles, comme indiqué dans la figure (24).Ce n’est pas une différence entre deux points de temps différents, c’est une différence entre deux opérations en un même point de temps, c’est-à-dire en symbole 
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 EMBED Equation.3  [image: image128.wmf].
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. Le résultat de cette opération est indiqué dans la figure (25) [graphe manquant].
Cette courbe est assez caractéristique de la manière dont change la courbe suite à l’application de diverses opérations. Vous voyez maintenant que l’impression générale n’est plus une vague de 50 ans, mais une vague plus petite d’environ 15 ans. Nous trouvons surtout dans la première moitié du matériel une très bonne régularité d’environ 13 ans. Comment devons-nous l’interpréter ? Tout simplement comme un cycle que nous avons créé nous-mêmes. C’est ce que nous voyons immédiatement en nous reportant à la courbe de facteur pour l’opération composée qui a conduit au résultat de la figure (25). Cette opération est représentée par la figure (26) [graphe manquant].

Il est évident qu’une courbe de facteur ayant une bosse aussi prononcée autour de 13 ans, doit nécessairement produire un cycle fictif de cette longueur. La conclusion est donc que, en faisant l’opération composée de la figure (25), nous avons réussi à éliminer la tendance supra-séculaire, ce qui était notre objectif ; mais en même temps nous avons ouvert la porte aux petits diables qui ont envahi la scène et cela n’était pas notre intention. Pour notre objet, cette courbe doit être complètement rejetée. Nous aurions pu procéder à une détermination de la tendance supra-séculaire, en faisant intervenir une équation caractéristique de second ordre, mais nous n’avons pas cru nécessaire de le faire. Nous avons simplement déterminé par un procédé graphique les points normaux de la courbe de la figure (24) et nous avons procédé à une interpolation entre les points normaux par la méthode des différences. Le résultat est donné par la ligne en pointillé sur la figure (24).

Pour réduire les représentants ainsi obtenus à une échelle graphique compatible avec l’échelle des données brutes, il faut faire une déflation. C’est-à-dire, en mesurant la demi-longueur de période qui est définie par la distance entre les points normaux consécutifs, nous avons déterminé le facteur d’opérations qui correspond à l’opération appliquée. Le facteur de cette opération complexe 
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 est représenté dans la figure (27) [graphe manquant et passage raturé] et nous avons divisé l’ordonnée du résultat de l’opérateur par ce facteur. Par ce procédé, la courbe est réduite à une échelle correcte. 

L’échelle de la courbe (24) est du reste déjà ajustée par cette déflation. La déviation entre la courbe pleine et la courbe en pointillé dans la figure (24) est représentée dans la figure (28) [graphe manquant].

Nous l’avons prise cette courbe là comme une détermination finale de la oscillation longue d’environ 50 ans. Vous voyez qu’elle atteint son maximum environ en 1810 et deux autres maxima en 1870 et 1920. La ligne pointillée de la figure (24) a été prise comme la détermination finale d’un cycle supra-séculaire. Ces deux composantes qu’on peut appeler maintenant respectivement y3 et y4, ont été soustraites des données. Le résultat n’a pas montre aucune de ces composantes longues. Nous pouvons donc conclure que l’élimination de ces composantes a été réussie. Mais il y a encore une longue composante qui se manifeste comme une ligne droite. En effet, c’est là une chose très plausible puisque les deux composantes éliminées sont des composantes oscillantes passant par des valeurs positives et négatives. Nous avons simplement éliminée cette ligne, que nous avons considérée comme droite sur tout l’intervalle par une méthode rapide que vous pouvez appelée la méthode du fil. Elle consiste simplement à prendre un fil noir bien tendu. Et par de petits tâtonnements, on peut le poser juste milieu de la masse des observations. Nous laissons d’habitude un certain nombre de personnes faire cet ajustement et nous voyons comment les divers déterminants se combinent. Par cette méthode très rapide, on obtient des résultats qui sont à peu près aussi bons que ceux obtenus par la méthode des moindres carrés. Vous pouvez appeler cette composante y5. Ce sera alors la composante la plus élevée qu’on puisse déterminer dans ce matériel. Ayant éliminé cette composante du matériel, le résidu a la forme exposée dans la figure (29) [graphe manquant].

Cette courbe est maintenant purifiée de toutes les composantes supérieures. C’est le résidu après l’élimination de ce que les Américains appellent le trend. Ce résidu contient maintenant l’élément aléatoire, les oscillations d’environ 9 ans, et les oscillations d’environ 20 ans. Nous pouvons donc maintenant simplement attaquer cette courbe pour y distinguer ces deux composantes. 


Pour cela, nous avons d’abord appliqué une opération de coupure avec une période de coupure égale à 5 ans, le résultat est exposé dans la figure (30) [graphe manquant] .

Vous voyez que cette courbe apparaît comme un  ajustement assez plausible, qui élimine les petites fluctuations irrégulières, conservant pourtant les oscillations de 10 ans et les oscillations supérieures. Nous avons aussi appliqué à cette courbe [de la figure ….] un amplificateur pour la période de 9 ans et un autre pour celle de 20 ans. Les courbes ainsi obtenues sont indiquées dans les figures (30) et (31) [graphes manquants].
A partir de 1840 à peu près, les périodes de 9 ans sont régulières, mais au début du siècle, elles le sont beaucoup moins. D’autre part, les plus longues périodes se manifestent d’une façon plus précise au commencement du siècle. 

Une partie de ces irrégularités sont apparentes puisque ces deux composantes vont interférer à certaines époques. Cela tient au fait que les amplificateurs employés ne sont pas des amplificateurs exacts. En effet, il est impossible de développer de telles amplifications exactes puisque les composantes changent de périodes. 


La seule méthode qui puisse effectivement séparer les composantes dans une telle situation est donc donnée par la méthode de l’équation caractéristique mobile. Nous avons commencé ces calculs mais la détermination finale des composantes y1 et y2 d’après cette méthode n’est pas encore achevée. Je regrette donc de ne pouvoir vous montrer les courbes finales.


Je vais vous donner un exemple de l’application de l’équation caractéristique, qui est tiré d’un autre cas. Les méthodes que j’ai indiquées ici peuvent être aussi appliquées à des séries qui ne sont pas des séries temporelles, mais par exemple des séries de mortalité ou d’invalidité, etc.

Cette courbe [pas présente dans le ms] représente des données sur les pensions d’invalidité, expérience récente de la Caisse Nationale des Pensions de Norvège. 

Si on veut ajuster une telle courbe par l’application d’une opération linéaire, on est toujours dans une situation difficile, entre Charybde et Scylla. Une moyenne mobile, même si elle est construite avec beaucoup d’ingéniosité, va toujours dans une certaine mesure adoucir les fluctuations systématiques que nous avons pour objet de conserver. Ou bien on emploie un ajustement fort pour pouvoir éliminer les oscillations irrégulières, et alors les fluctuations systématiques vont être elles-mêmes adoucies dans une certaine mesure ; ou bien on applique une opération plus faible, mais alors une grande partie des fluctuations irrégulières vont persister. 


Par une application appropriée de la méthode de l’équation caractéristique, il est possible de résoudre ce dilemme. On procède d’abord à l’application d’un certain nombre d’opérations linéaires qui vont aplanir les oscillations irrégulières aussi complètement que l’on veut. On ne se préoccupe pas d’abord d’éviter l’atténuation des variations systématiques, on tente simplement d’avoir quelque chose de très régulier. Ensuite, on tient compte de l’effet d’atténuation des variations systématiques et on le fait dans la mesure exacte nécessaire pour imputer les oscillations systématiques de façon à rendre leur amplitude correcte. Et l’outil pour obtenir cette inflation est justement l’équation caractéristique mobile. De cette façon, on a une méthode qui est excessivement souple et qui permet de tenir compte de l’allure particulière de la courbe dans le voisinage de chacun de ses points. Et, en même temps, on obtient un résultat très régulier.
Voici un exemple qui montre comment la méthode peut être mise en pratique. Soit w la courbe indiquée dans la figure (32) [graphe manquant]. Cette courbe représente des données sur les pensions d’invalidité, expérience récente de la Caisse Nationale des Pensions de Norvège. Vk est le résultat obtenu en appliquant k fois une moyenne mobile avec des poids (5, 10, 12, 10, 5). Ces poids sont choisis selon un certain principe pour réduire autant que possible les irrégularités. De plus, soit R une moyenne mobile aux poids (28, 63, 90, 100, 90, 63, 28) appliquée à la fonction 
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De plus, soit Q la même moyenne mobile appliquée à la fonction 
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. Ces courbes étant formées, on construit la courbe 

(42)
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Cette formule donne la solution explicite qu’on obtient en faisant intervenir une équation caractéristique de second degré. Les opérations sont ici choisies de telle sorte que la solution de l’équation devient aussi simple qu’on puisse alors indiquer explicitement la formule d’ajustement. La simplicité dans ce cas est naturellement une chose essentielle puisqu’il s’agit ici d’un procédé qui doit pouvoir être appliqué avec un minimum de travail à un grand nombre de courbes. La méthode a été appliquée à toute une série de courbes étudiées par la Caisse Nationale des Pensions de Norvège. Vous voyez en regardant la figure (32) que l’ajustement est très régulier et excessivement souple en rendant avec beaucoup de précision les traits essentiels de la courbe. Un fait assez intéressant dans cette perspective est que la fluctuation que vous voyez au milieu de la courbe a pu être expliquée plus tard par une cause spéciale. C’est le résultat de certaines règles administratives, un résultat dont on s’est rendu compte qu’après l’analyse des courbes.
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Tableau 1
	Opérations
	Cycles de 7 ans
	Cycles de 20 ans

	
	Formule (21)
	Formule 24
	Formule (21)
	Formule (24)

	A
	4,8
	16,4
	15
	16,4

	B
	8,6
	25,1
	22,4
	25,1

	C
	11,0
	36,7
	32,9
	36,7


� faire une note sur la traduction mot à mot de l’expression norvégienne


� Il va falloir reconsidérer le système de numération des équations car il y superposition entre la 1ère version et les rajouts de la seconde version.
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