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Remarque sur le calcul numérique des fonctions
symétriques élémentaires.

Noient a7y ...2:...2, n quantités donndes numériquement.
Nous nous proposons de calculer la fonction symétrique élémentaire
dordre p (1 Z pZm) de ces quantités, c’est-a-dire la somme des
produits que l'on obtient en formant toutes les combinaisons pos-
sibles d’ordre p des » quantités x, z,...z,. Soit a, la somme con-
sidérée, de sorte que on a par définition:

a,=mx -+ axy+... 4w,

(o =Ty Xy ity 23+ ... F x5 +. ..+ zuy

Ay =2y Ty g vy vy 0y A Ay e Ty Xy 2

Qn ==Xy Ly . . . Ty

Prenons le nombre des multiplications comme un indice de la
quantité de travail que comporte le caleul.

Le nombre de termes en a, étant (z ) il tant effectuer (p-7) (7;))

multiplications pour calculer @, directement.
Pour calculer la méme quantité par la formule récurrente bien
connne
1) Do =s—amiy + @y — ... (— D s,
n

s=2ur k=1,2,3....p
i=1 : '
il faut: d’abord % (p—1) pour calculer les p quantités s, s,...s, et

ensuite 7 + 2 43 .. .- (p—1) = (g) pour développer les formules

(1) pour £=2,3. ... p, soit en tout (p—17) (n —+—Z))— multiplica-
tions (sans compter les multiplications par les coéfficients entiers ).
Done une économie de multiplications pour le cas ou 1<p<n —1.

Nous pouvons obtenir une économie de ,multiplications plus

considérable en procédant par un caleul récurrent non-seulement en
k mais encore en .
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Supposons les n quantités x; rangées en un ordre de succession
choisi & Parbitraire. Soit 2, @, ... 25 ... 2, Pordre choisi, et soit
ar,; la fonction symétrique élémentaire d’ordre £ des ¢ quantités
Ty Ly oo Tye

ay; étant la somme des produits que I'on obtient en formant
toutes les combinaisons possibles d’ordre £ des ¢ quantités x; z,. . .2,
et a;,;—, 6étant la somme des produits que l'on obtient en formant
toutes les combinaisons possibles d’ordre & des mémies quantités sauf
x;, BOUS VOVODS (uUe d,; contient tous les termes de ar,i—y €t en
plus un certain nombre de termes ayant x; comme facteur. Ces der-
niers termes ne se distinguant entre eux que par les combinaisons
des (k— 1) facteurs antres que 2; — nous obtiendrons évidemment
leur somme en multipliant par »; la somme des produits que l'on
obtient en formant toutes les combinaisons possibles d’ordre (£—1)

des (¢—1) quantités @i, ... 25—y, est-d-dire par a;_;,i-;.
Nous avons donc
(2) Aryi = Qpyi—y =+ Lilly—15i—q
Formule qui permet de ecalculer a,,, A laide des quantités

k=1,2...p
t=kk-+1)..... (n—}—k—p))

Les quantités @,,; (¢ =12,2... (n —p + 1) et az,, (k=1,2...p)
étant calceulées directement.

@y, étant une fonction symétrique de 2, 7, ... x,, le résultat

intermédiaires a,; (

est évidemment indépendant de lordre des quantités x; que nous
avons adopté. On voit que ceci n’est pas exact pour toutes les
quantités intermédiaires a,..

Les quantités a,,; ne nécessitant aucune multiplication, les
autres quantités en nécessitant chacune une, le nombre total des
mnltiplications sera (p — 1) (# — p + 1), nombre qui est inférieur
au nombre de multiplications nécessitées, soit par le calcul direct,

soit par le calcul A laide de (1), sauf dans les cas p == {71@, le cal-

cul par (2) se confondant dans ces cas avec le caleul direct.
L’emploi de la formule (2) est surtout avantageux quand le

probleme particulier que Pon considere est tel, que Pon a besoin

de connaitre non-seulement la quantité a,,, mais encore toutes les

. f="1,2...1
quantités a;,;

P19 ”), ce qui est par exemple le cas quand
=4, &0
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on veut développer la formule d’interpolation de Newton, suivant
les puissances entitres et positives de Pargument, les cotfficients
de ce développement étant certaines expressions linéaires des fone-
k=1,2...14
t=1,2...n
nées de l'argument, valeurs que Pon peut d’ailleurs supposer don-
nées i distances égales ou inégales.
Le nombre de multiplications nécessitées pour calculer toutes
=1,2...¢ non i
les quantités a;,;{ . e directement est 2 X (k—1)
t=1,2...n T=1 i=k ke
=n—3)2+ @+ 3).

Pour calculer les mémes guantités par les formules

tions symétriques élémentaires ay,; ( )des valeurs don-

(3) (—_ l)k-l ]Cd},,,‘ = Sryi — Oy 54 Sk—q i + Ll?‘,j Sk—gsi + -+ .« .
e _1L (_ 1)/\"1 Apamy i Sy i
& (lc=1,2 . z)

Spyi = &~ L .
LT e =1,2.. .

il faut effectuer d’abord = (®# — 1) multiplications pour trouver les

. . n 7 n + 1 . .
quantités s;,; et ensuite 2 3 (b — 1) = ( o ) multiplications
9]

i=1 k=1

)

| N
pour développer les formules (3), soit en tout " T7 (g) L’écono-

mie de multiplication par I'emploi de la formule (2) est done con-

sidérable, application de cette formule nécessitant seulement (3 )

multiplications. Pour n = 70 le nombre de multiplications est par
exemple: caleul direct: 7181, calcul par (3): 255, caleul par (2): 45.
De plus, le caleul a Paide de la formule (2) peut étre fait par
étapes correspondantes aux valeurs 7, 2 ...m, de 4, avec la possi-
bilité de contrdler le résultat pour chaque étape.
En effet, posons dans l'identité

(r—n)) (2—2g) . . (z—a) = — a1, 1 - g, " — . F(—1V @,
x ==— 1, nous aurons

iy + Qg4 o @i =+ 1)@+ 1) .. (1) — 1

relation qui est trés commode pour le controle.

.
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En pratique le calcul peut étre effectué¢ par le schéma que voici

o o Ary i .
k=1 k=2 k=3 k=4 =~ k=mn.
=12, : 2 =, +1 z,
— - - e — m—— i —————
] ¥ :
1= 2 @, b+, .Cl’)pl,éi 7o —xyt1 2,29
1= 3 Xy ity IR A cs=as 1 z2423
1= 4 2, sty By 2, =x 1 22232,
it IS S 7%
1= N ZpdryF7y. oy .. .. .. .. wll‘g--x,bgzn:xn-{-l 2,25 .2n
Dans la premiere colonne on pose les indices 2 =1,2 ... n, dans
la deuxieme les valeurs donnédes .z, ... x, Vient ensuite la partie

centrale du schéma, partie ou chaque carré correspond i une des

quantités @, Dans la premitre colonne de cette partie du schéma
;

on inserit les sommes 3 x; (2 ==1,2 ... n) ¢’est-i-dire les quantités
=1
i
a,,. Dans la diagonale on inscrit les produits I7 w; (1 =1,2 ... n)
J=1

C’est-a-dire les quantités @, Dans les deux dernitres colonnes du
schéma on inscrit les quantités z; — ;-1 et I]I 2;.

Pour calculer les quantités sur la ligne i—{ér;e, on fait sur une
feuille mobile (quadrillée de la méme facon que le schéma et posée
au-dessus de la ligne (i—1)-idme) les produits de ; par les quan-
tités de la ligne (i—7)-itme, sauf la dernitre quantité de cette ligne.
Ces calculs étant faits, on déplace la feuille mobile d’une colonne
vers la droite, et on inscrit sur la ligne i-itme du schéma, pour
chaque colonne, la somme de la quantité inscrite sur la feuille mo-
bile et la quantité correspondante sur la ligne (¢—1)-itme. On con-
trole si la somme des quantités sur la ligne i-tme est égale a la
quantité z; z, ... z; (inscrite & droite sur la méme ligne) moins un.
Le calcul vérifié on proctde au calcul des quantités de la ligne
(i 4 1)-itme, et ainsi de suite jusqu’a la ligne n-itme.

Ragnar Frisch.



