Solution d'un probléme du calcul des probabilités.

(Prewier probléme de Simmons.)
Par Ragnar Friseh (Christiania).

A la derniére réunion annuelle de la Société N orvégiennc
de Mathématiques, M. le Professeur Gurpsmrc a fait une con-
férence trés intéressante, dans laquelle il a montré comment
on est arrivé par des considérations élémentaires du calen! des
probabilités & un probléme connu sous le nom de »Probléme de
Simmons». Je me permets de présenter quelques réflexions
sur ce probléme, que m’a suggéré lintéressante conférence dec
M. Guldberg.

Soit p la probabilité pour la réalisation d'un certain évone-
ment. La probabilité pour que 1'événement se produise » fois en
s épreuves est d’aprés un théoréme bien connu 7)== (i)_p" A

/
ot g=1—p. .

Les probabilités pour que 1'événement se produisc respece-
tivement O, 1,2 ... s fois en s épreuves, seront done donndes
par les termes du développement de (7 + p)* c'est-d-dire par
les termes de la série

(1) To+T,+ T+ + Ty=

s & 15— 3. s 28=2
VA W VA A Y F U wr

ou p et g sont des quantités positives satisfaisant i la relation
q-+p=1, s un nombre entier et positif.
11 — 24234,  Skandinavisk Aktuarietidskrift 1924.
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T, p s—v+1 )
i =4 .%— . —= nous voyons qae
Formant le quotient Ty ) no ¥ q

. o

: ivement égal 4, ou plus
le terme 7, est plus grand que,‘lespectlvel e oal 4,
petit que le terme précédant suivant que

(2) rE(s+ 1)p.
Il faut distinguer deux cas principaux suivant que (s + 1)p

est ou n'est pas un nombre entier.

Premiér cas. — (s + 1)p est un nombre entier. Dans (lze
cas nous déduisons de la relation (2) que les ternflesl de :z
série (1) sont croissants jusqu'an terme Tis+1p— Inclus, e
décroissants & partir du terme Ts+1)p.

T.es deux termes consécutifs Tis+1)p— T
et plus grand que les autres termes de }a série.
qu'ils forment un couple de termes maximals.

1 et Tisa1)p sont égaux
On peut dire

Denziéme cas. — (s + 1)p n'est pas un nombre entier.

ésig: rand des mom-
Soit Ii(z) un symbole désignant le 1)1}18 grs o
bres entiers mon négatifs, qui sont compris dans la quanti

positive z de sorte que

(3) r— 1< El) =2

$i (s+ 1)p n'est pas un nombre entier, les term'es lde le;
série (1) vont en croissant jusquau terme T(s+1)p) 1riotus fe
de 1i en décroissant. Il existe dans ce ca.s u'n seu lerri °
maximal, & savoir le terme Tr(s+np)- Cela s1gn’1,ﬁe\ que i 1;
sultat le plus probable des s épreuves _es.t,que leve{lelﬁer; "
produise E((s + 1)p) fois. La probabilité de ce résultat e
justement la valeur du terme Tre(s+vp)-

R,E]lla((llums (]lle St p - 16 belme IIl&leal se bIOllve
< 8 - 1

éri S as
dtre le premier terme de la série. La série est dans ce ¢

1 L
Serol i ——- la série est monotone
monotone et décroissante. Si ¢ < TE1

et croissante.

o

B

Si (s+ 1)p n’est pas un nombre entier, il fant euncore
distinguer les deux cas ou sp est ou n'est pas un nombre
entier. Cette distinction sera fondamentale pour notre pro-
bléme.

sp et (s + 1)p ne pouvant & la fois étre des nmombros ei-
tiers, si sp est un nombre entier la série (1) a tonjonrs un
seul terme maximal, qui est justement le terme T, puisaue
dans ce cas E{(s + 1)p)=sp.

Remarquons que les diverses régles ci-dessus relatives an
maximum de la série (1) sont embrassées par la regle uniyue:
L'exposant de p dans le terme maximal, éventuellement dans
le second des deux termes maximals, est towjours /£ ((s - )

Remarquons enfin que ¢+ p étant égal & l'unité, nous

s s PR T 1
pouvons sans nuire a la généralité supposer p = o

. _1
Cela étant, soit p =5 (sp ou (s -+ 1)p un nombre entier

ou non). Alors le nombre de termes dans la sévie (1) ou
l'exposant de p est plus petit que sp n'est jamais supérieur an
nombre de termes ou l'exposant de p est plus grand que sp.
Pour cette raison j'appelle avec M. Simmons! les premiers
termes le cité-court, et les derniers termes le ehlé-lony (short-
side, longside) de la série (1).

On voit que la somme du cbté-court représente la vroba.-

bilité pour que l'événement (dont la probabilité est égale A

2
ves. La somme du coté-long représente la probabilite pour que
I'événement se produise plus de sp fois en < épreuves,

Si- sp est un nombre entier le cHté-court est identique
aux termes qui précédent le terme maximal, et le ebdtd-long
identique aux termes qui suivent le terme maximal. Le terme
maximal lui-méme n’appartient dans ce cas ni au cdté-rcourt,
ni au coté-long. Au contraire, si sp n’est pas un nombre

: 1 ) . :
ou plus petite que ;) se produise moins de sp fois en ¢ épreu-

! Proceedings of the London Mathematical Society Vol. XXVI (1893},
p. 292. La notation employée par M. SIMMONS est une autre que celle
adoptée ici.
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entier, le terme maximal appartient au cdté-long si I¥ (s+1)p)>sp
cest-d-dire s'il y a un nombre entier et positif entre sp et
(s + 1)p, dans le cas contraire le terme maximal appartient au
coté-court. Si (s + 1)p est un nombre entier, c'est-a-dire sila
série (1) posséde un couple de deux termes maximals, le premier
de ces termes appartient au coté-court, le second au coHté-long.

L’expérience fournit beaucoup d’exemples ou les séries
ayant montré moins de sp arrivées d'un certain événement

dont la probabilité est plus petite que % sont plus fréquentes

que les séries ayant montré plus de s p arrivées de 1'événement.
Ainsi M. Sixmoxs a par exemple trouvé que entre 100 séries
chacune de 150 chiffres tirés au sort, les séries ayant montré
un chiffre donné par exemple 7, moins de 15 fois, étaient
plus fréquentes que les séries ayant montré le méme chiffre
plus de 15 fois.!

Un tel résultat est-il & prévoir d'aprés la théorie? Clest
14 le probléme de Smows. La solution de ce probléme dé-
pend d'une comparaison entre la somme du cdté-court et la
somme du cbté-long de la série (1).

Quand sp n'est pas un nombre entier il est facile de
trouver telles valeurs numériques de s et p qui rendent la
somme du coté-court de la série (1) soit plus petite soit plus
orande que la somme du cHté-long. Au contraire quand sp
est un nombre entier on me trouve pas de telles valeurs nu-
mériques de s et p qui rendent la somme du c6té-court plus
petite que la somme du cdté-long.

Deux problémes se posent alors. L'un que j'appelle le
premier probléme de Snootoxs peut dtre formulé ainsi: sp étant

1
un nombre entier, p étant <3 la somme du coté-court est-elle

toujours plus grande que la somme du cotélong. Si la ré-
ponse est affirmative, l'excés du cdté-court sur le coté-long
est-il d’autant plus grand que p est plus petit (s supposé con-
stant)? L’autre.probléme que jappelle le deuxiéme probléme
de Smaons peut étre formulé de la facon suivante: sp n'étant

1 e, p. 291.

pas un nombre entier p étant < ‘—;
comme des variables fortuites, c¢'est-d-dire des variables Hou
VE.LI.lt/ prendre des valeurs distinctes positives avec (L:s 'n'chWi
bilités données (s étant encore assujetti a la conditi;ﬁw I«Htw
un nombre entier) quelles sont les lois de distribution mrl-; of
P, sous lesquelles l'espérance mathématique dun (’("‘)f:ft»vcosy';f Oev‘
plus grande que l'espérance mathématique du C(A»f(,lmno) o

\ 11 est, essentiel de distinguer nettement les deux pro-
blémes. C’est ce que M. Simmons n'a pas fait d'une manisre
sufﬁsa.mment précise dans le mémoire cité. Le -fm"-‘f *:111'1"
emploie le méAm,e symbole pour représenter l'exces dlvl Potb
cou.rt sur le c6télong aussi bien le cas on sp est un nombre
entier que dans le cas contraire, se préte facilement i runlj
que m?lblg'uité, d’autant plus qu'il ne prend pas fo{linvui ‘l-n
soin d‘ e.xprimer explicitement dans lequel des deuxu;‘;wu]t;;
propositions sont établies. Le fait qne pour quelqung-m‘mb ({ub
passages il a seulement rendu les résultats pmbn.bl«;ﬁ l 1u(i
des exemples numériques, tandis que pour d’autr@ ﬂ4 Q Jo(*ml;
une (?émonstmtion .rigoureuse, ne contribue pas i 1j«;11(1»"«:‘ l;ou/
exposition de la matiére trés claire. Clest ce qui expli(.mé r\'/uiﬂ
les ajuteurs qui ont cité son mémoire ont cru quune r*f‘—rtiubv%n;
condition spéciale introduite par M. Simmons, i sawir'ia; E;\rw:

, & ou p étant considérd

dition que p doit 8tre la forme jl)

et po/sitif, est une condition nécessaire pour la validité de tons
ses 1.~esultats. Pourtant si on se borne & considérer la ;i‘renn'vér;*
partie seul\ement de ce que j'ai appelé premier problém(; &;
SiMyoNs, & savoir l'existence de I'inégalité des devx oﬁﬂ’zs‘
on p.eut diFe que le mémoire de M. Simmons C()Iltl'elltv1;;l';
solution qui n'a pas besoin d'étre qualifiée par la Condiﬁon

ot D est un nombre cntiey

—_— 1 :
== ou d ir émoi
P D u moms on peut dire que le mémoire contient

11 t H que 1z 1¢d on 3 Sir O S [ e
fau remarquer  que v déduction de M. Simm ns sur < poeln
. l 808 < 4
contient une Iégor e Inexactitude. lLa quanhte i (] c, p 318} n'es 2as

g . . . 3y 25 s
necesss > C one ans sy H C S NEC 2 [>23H ms
( sairecment monotone dans sa vartation comme le suppo ¢ M IO

RS I8,
”1(,, ... diminishes with increasing lﬂr[)ldll y at ever y subscque 1 term o}

I ir ’
1 peut se faire qu'elle passe par un extréme. Dans ce cas Iextréme es!
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wne idée a laide de laquelle la solution en question se pré-
sente immédiatement. C'est I'idée de comparer deux a deux
les termes de la série (1) qui se trouvent & distances égales du

terme maximal.’
Des deux problémes de M. Simmons le premier est 4 mon
avis de beaucoup le plus intéressant.® Dans les lignes qui sui-

cependant un maximum et cela suffit pour garantir la validit¢ du passage.
Ci-aprées je donne la condition nécessaire et suffisante pour que la guantité
considérée passe par un extréme.

! M. SiMMONS remarque qu'en partie il doit la démonstration & M.
BIDDLE qui aura donné la démonstration sous une forme quelque peu diffé-
rente dans le »Educational Times Reprint~ Vol. LXIII. Quest. 12686. Mal-
heureusement cette collection n'est pas & ma disposition.

* M. FISHER critiquant (Mathematical Theory of Probabilities p. 277 et
suiv.) la mani¢re dont M. KEYNES 2o exposé le théoreme de M. Simmons a
fait remarquer que notre probléme n'est en somme autre chose que de savoir
si 1a lol de distribution exprimée par le développement binomial est assym-
métrique en »skew», et que c'est 1& une pi‘opriété du développement bino-
mial qui a déji été remarquée par LAPLACE. Je ne puis m’associer i cette
remarque. Sans doute Laplace a reconnu I'assymmétrie du développement
binomial dans le sens que les termes se trouvant ¢ distances égales du terme
mazimal ne sont pas foujours égauzx. En effet & la page 283 de la »Théorie
Analythique . . .» nous trouvons une expression pour le terme général du
développement binomial, qui dans notre notation peut s'écrire

l2
e 28

1

8
Tomp = ( ) pym—I gs—mH+l = ——
m m—l 2 q 1’/—27'5 R )/spo qU

1 + élevé A despuissan-

termes contenant 1
ces impaires.

m=E({(s+ 1)p), p,= 782 go +po= 1.

Cependant ce n'est pas dans ce sens la que nous étudions T'assymétrie du
développement binomial, C'est dans le sens que la somme des termes se
trouvant avant le terme maximal est plus grand que la somme des termes
s¢ trouvant aprés le terme maximal, ce qui est une toute autre chose.
Notre étude du développement binomial ne se confond pas non plus
avee l'étude de son »skewness» dans le sens de PEARSON (Phil. Trans. A.
vol. CLXXXVI p. 343) et de YULE (Theory of Statistics sitme Ed. p. 150).
Le »skewness» de Pearson et de Yule étant défini comme 1a différence entre
la moyenne arithmétique des observations (mean) et la dominante (mode)
divisée par la déviation type (standard deviation), est toujours égal i zero
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vent je donnerai la solution de ce probléme. Supposant sy

. 1
. 1. . .
1n nombre entier, p < 5 le vais d’abord démontrer par une

m.éthode complétement différente de celle employée par M
sllnmons, non-seulement que la somme du ebté-court est tou:
jours plus grande que la somme du cotélone. mais 011«'51’(*
que lexeds est d'autant plus grand que p esbt’ plu\\:‘p“‘i\t (:
§11]>1)osé constant). Ensuite je vais établiv la premicre ;>;1»‘ti;‘
de ce résultat aussi par une autre méthode. Je démouh‘r’;mﬁ
un lemme trés simple relatif & des distributions quelﬁm«m;rﬁs
sz?tisfaisant 4 une certaine condition. Utilisant l'idé‘e“d:‘ﬁ&
Simmons je tirerai de ce lemme immédiatement la prupo&:%ti&g
que la somme du coté-court est plus grande que la somme du
cdté-long. | ‘ -

Le coéfficient d'exces.

Soit m = F((s + 1) p) I'exposant de p dans le terme maxi-
mal éventuellement dans le second des ternies maximals damlav
série (1). Alors m est définie univoquement par les 1.'@111%;1;115

{4) +lp—1<m=(s+1)p

(m un nombre entier non nécatif).

Je considére p comme variable indépendante et ix --
. cp s . .
E ((6: + 1)p) définie par (4) comme une fonction de 3 et du
parametre constant s. H
1. z : z 7 .
L’interprétation géométrique de m = FE((« + 1) entre

p=20 etp:} dans u té §
5 n systeme de coordonnées rectangulaires

est une suite de segments de droites paralldles & I'axe des p
s . »

5 (s pair)

S i 2

& distances £2=0,1,2 ... et done les ex-

s—1 . . o

~5 (s impair)

pour la distribution binomiale discontinue quand sp est un nombre sntier
parceque dans ce cas la inante (=1' 7 e
dominante (= I'exposant sp de p dans le torme

maximal) et la moyenne ari it o
h ¥ rithmétique 4 P Q5T = gp se coufondent,

=0
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k -1
trémités se trouvent & distances ———, T 7 de laxe
! s+1° s+1

des m.
Jappelle coéfficient d’exces I'expression

8 8
(5) T/(p)ZQZT’v’*’TNL:QZTv_Tm

y==m+1 m

ot m est définie comme fonction de p par (4).

Le coéfficient d'excés est donc une fonction de la variable
indépendante p et du paramétre constant s.

Si sp est un nombre entier et positif la différence entre
la somme du cdté-court et la somme du coté-long est

m—

1 8 5
T1—2T7:1~[QZTv‘_Tm}:]-_V(p)
. .

r= r=m+1 r=nm

Cet excds est donc d'autant plus grand que V(p) est plus

petit. TL’'excés est positif si Vip) < 1.
A . s 1
Si sp doit étre un nombre entier et positif et p = ;-

p est assujetti a prendre les valeurs

s .
z fi(spmr)
p—-—:‘;,]ﬂ:,gl

‘) -~ (s impair).

<

s .
Dans le cas k=, nous avons évidemment V(;)) ==
- -

parceque alors le développement binomiale est parfaitement
symétrique.
On voit que le premier probleme de Simmons revient &

NP R
(U RUC R A

démontrer

’

=t

ll
R
o
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Lemme I. —

' Soit p et q des quantités réelles, g + p=1, s un nombre
e/r'ztwr et positef, g un quelconque des nombres entiers won niqa-
tifs 0,1,2,... 5. )

Alors

8
8 g
S (oo (o
=y Y

In effet, nous avons

i (v — sp) (j)p“ ¢ =

v=g

— 8

S0}~ 2 =+ ()r e

_y=g

s r— S—p . § — o o L
=g r=g t

—~

convrmenrad
1
|

It

Ly

g

= < § p—1 85— . s
=p¢| 2 V(v)p =2 (V)P"“‘ ff““’] =qy (Q) P
gl "

—v=g r=g+1

Corollagre. —

On tire du lemme ci-dessus immédiatement la valewr de
la - déviation moyenne d'une variable fortuite X qui pent as-

sumer les valeurs »=0, 1, 2, ... ¢ avec les probabilitss

T, = P
(y)p g

& S
En effet, remarquant que ¥ » 7', =sp done D ly—sp) Ih=0
=0 yesg)
nous avons pour la déviation moyenne l'expression

©

ﬂl(l X— sp I) =2 2 (’V — Sp) (i) p* QT = 2qh (;’)l)' P
' ) !

v=h

ou h= Lsp + 1).
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Si sp est un nombre entier l'expression de la déviation
moyenne ne change pas si nous écrivons h—1 au lien de £,

ce qui donne 2spgq (:p) PpPgte cesta-dire 2spg multiplié par

le terme maximal.
Si (s + 1)p est un nombre entier, h se confond avec lex-
posant de p dans le second des deux termes maximals.

S'il y a un nombre entier entre sp et (s + 1)p, h se con-

fond encore avec lexposant de p dans le terme maximal.
Dans tout autre cas b excéde d'une unité I'exposant de p dans
le terme maximal.

Théoréme I. —
Soit s un mombre entier et positif >3, soit k un quelconque

| [ (o pain)
des mombres entiers et positifs 2,3 ... } ' Je

&

Pour démontrer cette inégalité je définis la fonction sui-
vante de p

(1) Wilp) =2 5,7, — T

=k

ot % et s sont deux paramétres ne dépendant pas de p, ket
s des nmombres entiers et positifs £ = s.
Posons pour abréger

k_ E—1__

8“170 9 Py
S'—-k_“ s——k—l—l_

s = s T+

133

Soit T, le terme maximal de la série (1) pour y = »,,
T, le terme maximal pour p==p,.
En vertu de (4) nous avons

my=L (s + 1)p)=1rk
m=LE{s+ 1)p)="F—1.

D'ot en tenant compte des définitions (3) et (7)

P(o)=m ()
s S
Ak —1 (k=1
P ) = e ()

V(lf) _ V(kv;i) — Wilp) — Wis(p,) =

done

= Wi(p) — Wi(p,) — [(j) P ( . 1) P

(est-i-dire

Do

e fE—1 - - -
(8) V(;) - ( S ): f Wi (p) elp.—(‘,i_) {1)’1{ fr‘i‘""+i e

”

| FR———)

. d 1
Puisque @(p” qs_”):ﬁ(v—sp) P* ¢ mous aurons en appli-
quant le lemme I

, 2 3 s s\ A .
MZ () = = . VoS I PPN
k (p) Pq 2 (7/ Sp) (1}) rq (7) (61) (7) i IR

=k v
— (8) {2 Epht gk — a (p* qs—kﬂ
k dpt

Portant la valeur de W':(p) dans (8) nous obtenons 1l'ex-
pression suivante pour la différence cherchée
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- (7:) oy (/‘8‘1) -

P
-

‘f 2)"“ -1 (JS—I; flp
ST | O e
=2 k—l (po__pl) 2

ou, en posant
R (P) —_— pk—l qs—k

Do

fmm@ |
) VG)_p«ﬁ;)zgﬁ:ﬂ gﬁiil—E@Qgﬁ%)

R(p) étant un polynome en p (de degrée s — 1), pour
démontrer que le second membre de (9) est positif il suffit
de montrer que la dérivée seconde

R (p)=pt=2 g2 (k= 1) (k—2)—2(k— 1) (s—2) p + (s— 1) (s—2)p"]

est négative partout dans l'intervalle (py, Po)-
(lela revient & montrer que la conique

r=r(p) = (k—1) (k—2) —2(k—1)(s—2)p+(s—1) (s—2) p*=
— (k—1) [(k—2)—(s—2) p)—(s—2) p [(k— 1) —(s—1) p]

reste toujours dans le demi-plan des r négatifs quand p varie de
p=p, & p=p,. Puisque la dérivée seconde ¥ (p)=2(s—1){s—2)
est positive partout dans lintervalle considéré, il suffit encore
de montrer que 7 (p;) et 7(p,) sont négatifs.

Nous avons

k—1
s

[k —2)s — (s —2)(k — 1)]
2)(k — 1)

_@:?y;*ﬂw—ns—@~nw**”:

r(p) =

o

()

— —p(sqy—2p)=—nplls —k— 1+ 2q],

LT ) s — (s — 1) 1]

= —qospo —2q0) = — [k — 2) + 2p,].

Les derniéres expressions sont bien négatives quand les
conditions de I'énoncé sont satisfaites. Done R’ (p) est ndgatif
pai'tout dans lintervalle considéré, et le second membre de
(9) est bien positif.

Théoréme IT.

Sott p et q des quantités positives, p < }), q+p=1. Sui
s un nombre entier et positif.

Je dis que quand sp est un mnombre entier et positif, lu
somme du coté-court de la série (1) est plus grande que i somme
du coté-long. L'excés de la somme du coté-court swr la somine
du coté-long est d’autant plus grande que p est plus pefii (¢ sup-
posé constant).

In termes stochastiques le théoréme peut étre formulé
ainsi:

Svit p la probabilité powr Uarrivée dun ceriain cviicmnent.

On fait une série de s épreuves wniformes. St p <.

cf spoest

un nombre entier, alors 4l est plus probable que Ucvénement arrive
moins de sp fois, que plus de sp fois dans les s éprewves. Llei-
cés de la probabilité pour une série ayant montré moins de sp
arrivées de U'évemement sur la probabilité pour wne séric ayont
montré plus de sp arrivées de Uévenement, est d'autant plis graid
que p est plus petit.

D’aprés une remarque antérieure le théoréme n'est pas
vrai dans le cas ol sp n'est pas un nombre entier.

Dans le cas ot s est un nombre pair, le coéfticient d'exess

défini par (H) est égal & l'unité pour p = 5 comme nous Pavons
2
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déja remarqué. Dans le cas s = un nombre pair le théoréme
est donc une conséquence immédiate du théoreme L.
De méme si la relation

(10) , V(JZ_-g—l) <1

était vérifiée dans le cas ou s est un nombre impair, le théo-
réme serais aussi une conséquence immédiate du théoréme I
le seul cas possible qui n'est pas compris dans la condition

s> 3 du théoréme I, & savoir le cas s =3, p =3, étant com-

Wi

pris dans la relation (10).
Pour démontrer 1'inégalité (10) je définis la fonection sui-

vante de p

(11) | U(p)ZQqu,-

_ 41
=

»

ot s est un paramétre indépendant de p, s un nombre impair
et positif.
Posons pour abréger

1 s—1
poz%:é = 2%
_sti

ql_ 25

Soit Tm, le terme maximal de la série (1) pour p=p;.
En vertu de (4) nous avons

s—1

my=E(s+ 1)p)= 5

d'ott en tenant compte des définitions () et (11)

s—1 s i1t
V(—;) = Ulp) + . q.? .

67

Retranchant cette égalité de 1'égalité

1= Ul(p,)

il vient

—1
(12) 1— V(%Tg“) = U(po) - U(]?l)'“

o el el
, o ; :
= j U’ (p) (l]J — s — 1\5 K )
Dy 2 /

A laide du lemme I nous trouvons sans difficultsé

S .
e =1

U'p)=1(s+1) 821 (pq)p'—?.

Portant cette valeur en (12) nous obtenons

D

§:1
s—1 f(PQ) 2 dp

13 _ _ 1
" 1—V(L-1)= by B — (p ) ®
2 Po Py o

e —

st
Puisque (pg) * est un polynome entier en 3 croissant
dans tout lintervalle (p;, p,) le second membre do (13) est

positif, d'ou .
V(s ;—1) <1.
-t !S)

Le théoréme est done établi dans sa généralits.

Voyons maintenant comment on peut démontrer la pre-
(3 . , , N
miére partie du théoréme II par une autre méthode frés
simple.
Nous établissons d’abord un lemme assez intérvessant.
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Lemme II. —
Soit X wune variable fortuite qui dans Uintervalle fermé

dx dx
(a, D), a <b, peut assumer une valeur entre x— 5 et z + 5

avec la probabilité ¢ (x)dxz, @ (x) étant une fonction satisfarsant
aux conditions sutvantes:

1) @ toute valewr de z appartenant & Uintervalle (a, D) corres-
pond une valewr unique, non négative de @ (x).

9) & toute valewr de x wappartenant pas & Uintervalle

(a,b), @(x) est égal & zéro.
3) ¢ (@) possede une dérivée wuique & tout pornt de U'inter-

valle (a, b).
b

4)j¢(x)dx=1.

@

b .
Soit M = f x @) dx Uespérance mathématique de X.
a

Je dis que st
(*1) b—M>M—a
et s’ existe une quantité positive 1 telle que, (M — &) appartenant
a Uintervalle (a, b)

(+2) p(M—82g +9

sutvant que 21 (§ positif) alors

M b

f¢(93)6190>f90(x)dx

a M

Cest-i-dirve: la probabilité pour une valewr de X wnférieure
M est plus grande que la probabilité pour wune valewr de X
supérieure & M.
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En effet de (*1) et (*2) nous tirons

! 7

f(l~§)¢(M—~§)d§>f(l—§)90(ﬂf+ 5 az
0 [}
M—a b--J0
f(g—Z)g;(M—g)dg<f(§ — @M + 5dE
! i
d’ou
M—a b—
f<1~§>q;<M~-§>d§>f<Z—§)qo<M - §as
0
la transformation x = M — & au premier membre et = = M+
au second membre nous donne “
ar 13
f I+ (@ — M) () ds > / U — (& — M) g (o) i
a J‘[
Remarquant que
RIS b
[(x — M)y (x)de = —-j (@ — M) plx)do
a L

la, derniére inégalité se réduit & l'inégalité de 1'énoncé

a b

f(p(x)drc> [q)(w)(lw

o
a M

On peut donner & ce résultat une interprétation cui le
rend presque intuitif.
12— 24234. Skandinavisk Aktvarietidskrift 1924.
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Considérons la courbe dont l'équation rapportée a un
systtme de coordonnées rectangulaires est y = p(x). Soit H
l'aire limitée par cette courbe, l'axe des z et les deux paral-
loles & laxe des y z=a et x=1>0. Soit A la partie de cette
aire qui se trouve entre les droites x=a et x=M, DB la
partie de l'aire H qui se trouve entre z = M et x=10b. Soit
MM la droite = DL.

Imaginons laire H couverte par une couche de masse
également dense. Soit C le centre de gravité de H. Puisque

les moments de A et B par rapport au point C sont égaux.
Faisons l'hypothése que l'aire B est égale a laire A.
Alors nous pouvons déformer laire B de fagon a la rendre
parfaitement symétrique & l'aire A par rapport & MM
Et les conditions auxquelles satisfait la fonction ¢ () sont
telles que pour performer cette opération nous n'avons besoin

que de déplacer des éléments de masse vers MM .

La déformation de l'aire B ne peut donc que diminuer
le moment de B par rapport & C, ¢’est a-dire déplacer le centre
de gravité de l'aire H (vers la gauche). Cependant V'opération
accomplie les aires 4 et B étant devenues symétriques par
rapport & MDL, le centre de gravité de l'aire H doit toujours
se trouver sur MM . Notre hypothése ne peut donc étre sou-
tenue. Méme résultat pour 'hypothése 4 <B. 1l faut donc
bien que l'aire A soit plus grand que l'aire B.

Ll
Si la variable fortuite X est discontinue, 'énoncé prendra
la forme suivante: ' '-
Soit X wne variable fortuite qui peut assumer les valesrs
t=a,a+1,a+2,...,a+ N=10b avec les probabiliiés @, los

quantités @ étant non mégatives et satisfuisant en ontre o I
b L i " Ly

condition D i =1.

" t=a

b
Soit M = Z topr.
t=a
Sovt Mo et My les dewx nombres qui satisfont awr condstions

M—-1=M,<M<IMy=M~+1
My=My=a=0b (mod. 1)

sott
Jo=M— M,
§p = M, — M.
Je dis que st
(:!:3) b— My, > M, —a
et §'il existe un nombre entier et positif 1 tel que, (Mo =2} ap-

partenant & Uintervalle (a, b)

; P, —EZ@u,+&  pour e=0,1,2. .. (1 1)

3 . -
jmars @a, — &= @ e

\

pour e =101+ 1.7- 2 .

alors
i, b

(T4 da) e > (1 + ds) ) g

t=a t==11,

En particulier dans le cas M = a (mod. 1) done d. == ¢ 1

" Mo=M—1, My= M + 1 l'inégalité se réduit a

M—1 t
¢ > 2
i=qa 1=M"+1



=0 =0
My—a b—1,,
Z (6 — D @a,—c < Z (e =D @i+e
e=l+1 e=i+1
d’ou
My—a b2,
Z (1—¢) Parg—e > 2 (I—¢) Piryte-
£=0 e=0

La transformation ¢= 3, — ¢ au premier membre et
t= M, + ¢ au second membre nous donne

g b
2 1+ (¢ *ﬂfa»q)t > Z(l — (t — M) @t

Remarquant que

(Z+ 2) t—M)p,=0

t=a t"‘;‘[b

aussi bien dans le cas M =a (mod. 1) que dans le cas con-
traire, et par conséquence

2?—- (t — Ma) + da) @1 22 ((t — Mb) -+ db) P

NSy s s g e
nous voyons que la derniére inégalité se réduit & l'inégalité

de 'énoncé.

Mo b
(1 + d‘n)th > (1 + 5b)2¢/.
t=a =2

=
1723

La méthode de M. Simmons nous permet de tiver +vos
facilement du lemme IT la proposition que la somme du cots-
court de la série (1) est plus grand que la somme du caté Jong.

Remarquons d'abord que notre probleme tombe bien sous
le cas M=a (mod. 1) du lemme II, puisque dans l'espéce
M=sp est un nombre entier et g =0. Remarquons aussi
que la série (1) satisfait & la condition (*3) du lemme 11 puis-
que nous avons

s

M == 1/7 =8p, ]l[“.:_ (‘1)'—1) J1— =3sp -+ 17 b= og o ()

b
¢0

donc b—My=sqg—1, M,—a= sp — 1 et par conséquence
1
b— My > M, —a, p étant <5

Reste seulement & vérifier si la série (1) satisfait & lo
condition (*4) c’est-i-dire s'il existe un nombre entior et positif
[ tel que, (sp — 17) appartenant & l'intervalle (0, )

pour Z=1,2 .. .(—1)

(1_1_) j Tsp—). § [L-p+/‘.
pour A=10,1+1,1+9 .

[mais Tp2 Z Tspti

Soit

S
Tm-) (772— ) q)‘-” -
(15) Ky= === ) ( = sp
m -+ A

p
Ky (g T omm o+ 1) - - A2+
- nn+1)—2A+1)

g=plspg—20+1 1

[ T 0= s

PPlsqlsq + 1) =202

1) _
)

({@—p) et [sqlsqg+ 1) — 20 + 1)) = [2(n+ 1) — 2(2 + 1) étant
des quantités essentiellement positives, si A parcourt les valeurs
1,2...m la fraction du dernier membre de (16) ne peut
ch:mgel de signe qu'en passant du positif an négatif. Done
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K, ne peut passer par un minimum. Cela suffit pour vérifier

1
s + j 1 °
les conditions (14) puisque K; = 11— > 1, pétant < 5’ et par
s+ ?]

conséquence K, ne peut étre > 1 pour une valeur de 1 supé-
rieure & une valeur A =1[ pour laquelle K; = 1.
On vérifie aisément que la condition nécessaire et suffi-

sante pour que N passe par un maximum est 2 < spq et que

—
/

K12 K; suivant que 22 + / spq + i




