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'CALCUL DES PROBABILITES. — Sur un prolzl("me du caleul des probabilites
(probléme de Simmons). Note de M. R,\Gum) Fmscu, présentée par.
M. Hadamard.

\

Lapiace, dans sa classxque Théone analytique des Probablhtes,.
etudle la dissymétrie du développement

(1) (7+gF=Te+Ti+.. + T, fr":(j)/ﬂqt‘“"» (g +p)=1

(s un nombre entier et positif, p et ¢ des quantités positives) la dyssy-
métrie étant prise dans le sens que deux termes se trouvant & a distances
égales du terme maximal sont inégaux. ‘

‘M. Simmons (') a étudié la dyssymétrie du développement.(1) prise dans
le sens que la somme des termes dont l'indice est inférieur a sp n’est pas

égale a la somme des termes dont I'indice est supérieur & sp; sp représente -
comme on le sait I'espérance mathématique du nombre d’arrivéesd’un cer- -

~ tain événement dans s épreuves répétées, p étant la probabilité de réalisation
de I'événement dans chaque épreuve. En particulier, si sp est un nombre
- entier, sp vient coincider avec l'indice du terme maximal.

‘Le calcul direct du developpement (1) pour des valeurs parucuheres des

et p suggcére le théoréme que voici: .
Soil p la probabilité pour {'arrivée d’un certain ¢vénement. On fait une

série de s épreuves uniformes. Si p < - et sp est un nombre entier, alors il

-est plus probable que I’événement arrive moins de sp fois,’ que plus de
sp fois. :

(s suppose ‘constant).

() Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 26, 1893, p. ’290—353.-
M. Fisher, critiquant (Mathematical Theory of Probabilities, p. 277 et suiv.) lax

maniére dont ‘M. Keynes (A Treatise on Probability) a exposé le théoréme de

M. Simmons, ne paran. pas ¢’étre rendu’compte du fait que M, Slmmons sest placé
a un point de vue dnfferenl de celui adopté par Lapla\':e :

¢

L’exces de la probablhte pour une série ayant montré moins de sp
" arrivées dql événement sur Ja probabilité pour une série ayant montreé plus
de sp arrivées de I’événement est d’autant plus grand que p est plus petit -

-
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2 M. Simmons n’a pas réussi 4 démontrer ce théoréme dans sa généra-

its (1).

-entiérement différente de celle employée par M. Simmons. . s
Supposons que sp est un nombre entier et considérons la fonction

’

V<p>-—a Z T,— 'r,., (m =sp).
m—1 .

‘La différence ZT — 2 T, est eviydemm‘entéga‘le a1 - V(p). Rerifar- o

V=0 y=m<+1

’ quant que V( l) =1 dans le cas ol s est un nombre pa:r, nous voyons que

le probléme revient & démontrer les megahtes
' ' ‘ o V(——) [=1] | (s pair), .
1 2 _ 2s) S o
‘ V(;><V(;)<o.-< <S—I ) o
. ' v 7) <1 (.? impair). -

“Considérons la fonction

s

Wi(p) =23 Ty—Ts,

v=£k ] ) ' 4
k étant un parametre ne dependant pas de p.

Posant T,(p) = ( >p ¢y o= 7 LS p,
quelconque des nombres entiers,

I
_— nqus avons, K etant un

. (s pair),_ . !
© 2,3, ... 1 . A ’ P
— (s impair);

N[

o | v(’i);v("s—‘):wm;)—m(p:).—[Jk(p,)+Jk-.(p,>'

L Pe : . . .
=f (P dp — [3a(py) + Jaes (P1) ]
Py ) )

“(*) Voir par exemple l'article de M. Guildberg : Un théoréme du Calcul des Pro- _
babilités (Nouvelles Annales de Mathématiques, avril 1923, t. 1, p.251), L'énoncé de

M. Simmons (que l'on trouve repnduit dans Varticle de M. Guildberg) n’est pas’'tout
a fait conforme a celui donné ici. En particulier M. S)mmons n'a pas envisagé la der-
niére partle du theoreme, & savoir l'effet d’une variation de p

[

-Je me permets d’en donner la démonstration compléte par une méthode

\
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Par une transformation de 'expression sous le signe £ ¢n tenant compte . -

de la relation ¢ + p = 1, on démontrera la formules

N (=), Ty =gqT,,

v—g ) . o 3

& €étant un quelconque des nombres entiers 1, 2, ..., s.
A T'aide de cette formule, nous trouvons aprés-quelques réductions’
: [} : - S ¢

. . . ,. “aPa ' ' o
o Lo o ' "R(p)dp

ot o ,
R R(p)=pt-igr-t,
R(p) est un polynome entier en p-dont la dérivée seconde

R'(p) = pr=rg*=k=2[(k —1) (k — 2) —2(k — 1) (s — 2)p + (s —1) (s — 2) p?]
= pk—aqs-/.-—z,.(p) .

est négative dans l'intervalle (p,, p,) Ppuisque la conique r = r(p) reste
dans le demi-plan des r négatifs quand p varie de p = p, ap=p, cequel’on -
reconnait en remarquant que r’(p) =2(s—1)(s —2) est positive dans

Pintervalle considéré en méme tenips que r(p, ) = —pi/f(s — k—1)=29,]

- et r(py=—¢,[(k—2) + 2p,] sont négalifs. Le second membre de (2) est
~donc positif. ‘ E Lo -~

. D’au.tre part, on vérifie la relation V(%-‘) <'1 (s impair) par une
méthode.analogue en considérant la fonction i D
PR . ! ) i 4 s V i " B . . - ) ) )
> L uw=a ¥ T
. Le'théoréme est douc établi dans sa généralité.
¥ "{’
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