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CALCUL DES PROBABILITES. — Sur les semi-invariants de Thiele.
Note (') de M. Raenar Frisch.

Depuis quelques années, les semi-invariants introduits dans le calcul des
probabilités par Thiele (?) commencent & jouer un réle des plus importants
comme moyen de caractériser la distribution des probabilités.

Si I’on considére la distribution d'une variable fortuite pouvant assumer
la valeur x, avec la probabilité Pz, (v=o,1, ..., s), les semi-invariants
A, (n=o, 1, ..., ) sont définis par I'identité en ¢

s

hatr g
(1) o= " —EP et
= v, €5

v=0

Pour les déterminer, on cherche une expression de la fonction

E
(2) u:u(t)::LogE P, .ent
V=0
et de ses dérivées successives. On a alors

A= ut®) (0).

Dans le cas spécial de la distribution binominale discontinue, on a
Zy= v, P, =P,= (::) p g, u=sLog(q -+ pe'), g=1—p,

p étant-la probabilité d'un certain événement, et P, étant la probabilité
pour qu'il se produise v fois en s épreuves. Je vais démontrer que I'on a
dans ce cas '

d
(3) h=pg ot (1<n),

-

g g
(4) Ae= ’E Agr(pg)s, Aygi1 = S(»‘I - P)Z liek(Pq)k (o< g)s

k=1

(1) Séance du 15 juillet 1g25. ,

(®) Tumisig, Aimindelig lagttagelseslaere, Kbhvn, 1884; Theory of Observations.
London, 19o3. Voir aussi Hausborer, Berichte der kgl. sichsischen Ges. d. Wis-
sensch., Leipzig, Mathem.-Phys. Cl., 1go1, 53, p. 171. Les kanonische Parameter
de Hausdorff se confondent avec les semi-invariants de Thiele.
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(2)

A et B,y étant des coefficients numériques donnés par les formules

k
. ; 2k .
(5) kAg=Bg =¥ (—1)/-! (k +j> J.
r=1
Posons pour abréger
—et % (m— 9" m— O"¢
[4 3%’ ult — o pt7 7
L’identité
(6) quitl=gpet— potn-1

est vérifiée pour n =1 puisque
' u'— 2% _ _spef
T dt T g+pet

Etant dérivée par rapport a ¢ elle ne subit d’autre modification que celle qui
consiste & remplacer n par (n + 1). Donc elle est générale.
Remarquant que
- dv - av
at pqdp
nous pouvons transformer le second membre de (6) en ¢ [u"‘”” —p? -(%0"‘“’} .
Cette expression est égale a ¢(pg) :—p ul*=", ce quel’on vérifie en dérivant (6)

par rapport & p. Donc

ad
(m) — pg L yin—1y,
u pqd u

Nous n’avons qu’a faire ¢ = o dans cette derniére relation pour avoir la for-
mule (3).

A laide de(3), on démontre que des développements tels que (4 )doivent
exister, et I’on obtient les relations récurrentes

Bor= kA, A= /szg_h,,——(zk——2)(2/(—1)1\5,_,,,¢_1
avec les conditions initiales
Ap=1,  Ag=(—1)f'(2g—1)!
ce qui montre qu® 'on a
Age=(— 1)1 (2k—1)IT} 14,

ou I'}Y estla somme des produits a v facteurs que l'on obtient par une com-
binaison d’ordre v avec répétition, les éléments combinés étant les carrés
des nombres naturels 12, 2%, ..., £*. En effet on vérifie aisément que les



(3)
nombres (— 1)*~*(24 — 1)I'*; , satisfont 2 la méme relation récurrente et

aux mémes conditions initiales que les nombres A
Considérons la fonction

Je(z)=[(1—12z)(1—2'z)... (1 — k2z)].

C’est une fonction génératrice pour les nombres I'. En effet pour | Bz | <1

on peut développer f(z) en série de puissances. Le coefficient de z” dans
ce développement sera égal 4 T}, ce que 1'on vérifie en portant le dévelop-
pement de fy(x) dans I'équation

(t—FK2) [i(2) = fi(2).

La décomposition de f;(x) en fractions simples donne

k
_ (—1)* . 2k j’k
(7) s = g 2 (64 ) (—77=)
=1

® k
_ (—1)* v A 2k N\ L
= ey 2=y 1hd 2(‘“‘)’(k+j)"=( -
v=0 =1

d’oti 'expression des nombres T" et la formule (5). -

Il est intéressant de noter I'analogie qui existe entre les nombres %, les
nombres de Bernoulli généralisés d’ordre négatif B{ et les différences de
zéro A*O¢. Sil'on pose

Ak Qv+ vk
(1) — . (—ky
I‘Vk_" kl —< k )BV ’

»

T est la somme des produits a v facteurs que ’on obtient par une combi-
naison d’ordre v avec répétition, les éléments combinés étant les nombres
naturels 1, 2, ..., £ La généralisation de ces nombres au cas ou les élé-
ments combinés sont les nombres naturels élevés 4 une puissance quel-
conque, est immédiate.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 181, p. 274, séance du 17 aolt 1ga5.)
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