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IMPOSSIBILITE DE RESSERRER LINEGALITE
DE MARKOW DANS LE CAS GENERAL

PAR

RAGNAR FRISCH

fait mention des tentatives faites pour resserrer l'inégalité de
Markow, a énoncé la supposition que ces tentatives devraient
rester vaines tant que l'on ne fait pas des hypothéses spéciales
sur la nature de la distribution considérée. Je me permets de
démontrer que la supposition de M. Guldberg est exacte.

Le lemme de Markow est en général énoncé de la facon

j Dans son intéressante conférence d’hier, M. Guldberg ayant

: suivante:
i Considérons une variable fortuite x qui peut assumer une
1 des valeurs positives 0 << x; < a,...<x, avec les probabilités

P1Py---Pn (1511’1‘:1)-

n
Soit M= 3 xp» l'espérance mathématique de x; t un
y=1

nombre positif quelconque supérieur i I'unité, P la probabilité
pour que la variable fortuite assume une valeur x <iM
Alors on a pour P la limite inférieure

1
A P>1—T.

Il est visible que pour les valeurs de t = T; il sera toujours
possible de resserrer cette inégalité. Dans ce cas trivial on a
P=1 et 'on pourra évidemment désigner une infinité de limites

1

inférieures pour P qui seront supérieures a 1 —5 -

Ecartons donc ce cas.
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Pour traiter le cas général nous énoncons la proposition de
Markow sous une forme qui différe un peu de ’®noncé ci-dessus,
mais qui est en réalité équivalente a celle-1a.

Soit { un nombre positif quelconque supérieur & I'unité.

Les x étant rangés suivant leurs valeurs absolues

0 <> <uax,...<ap, soit [ 'indice défini par les relations

< tM <xpqg

alors on a toujours

n
t 2 py<l.
Y=I-41

§’il était possible de désigner pour P une limite inférieure

s Aros ‘o ) 1 P n
qui était supérieure 1——t— on en déduira pour 2 py une
V=I+1

inégalité de la forme

1) t 3 pr<1—dy

vy=I14-1

ou ¢ sera une fonction de ¢ qui pour {> 1 aura une valeur
positive (non nulle) inférieure a I'unité.
Il est facile de reconnaitre que si 'on se donne une valeur

quelconque de (> 1et <x_M,,) on pourra toujours quelle que
soit la valeur correspodante de J (> 0et < 1), trouver des lois
de distribution (xl Yoo Fn

P1Pz---Pn
mais pour lesquelles on a au contraire

) qui ne satisfont pas & I'inégalité (1),

n
(2) t 2 pp>1-—34.
V=l+41
On en trouve déja une infinité parmi les lois de distribution
de troisi¢éme ordre.
X T, 2

Considérons en effet une loi de distribution (
P1 P2 Ps

) telle que

1;(5<t<%<1;p2

(3 3 2 3

) . _ (Q—=p)x,—p; 2,
= .

b1
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On peut toujours, et cela d’une infinité de maniéres, choisir
des valeurs positives (non nulles) des x et des p qui satisfont
aux relations (3) et telles en outre que

Prt+p+p=1
0<xy <y < 5.

On pourra commencer par s’assurer que les inégalités

1—94 1—
<t<—I
Ps Ps
étaient satisfaites. Pour cela on pourra par exemple choisir
4
_1—=
Ps =5
_9
P2 - 3t
é
t—1+7¢
P = n .

Ces valeurs des p sont bien positives (non nulles) et leur

somme est égale & 'unité.
Si I'on choisit ensuite

x, un nombre positif quelconque

*s un nombre positif entre ¢ etﬂ

Ly D3
ﬁzpi(ﬂ_ﬁ):l__&(i;s_l)
Ly P1 bs Ly D1 X

on aura satisfait aux relations (3) et 'on aura en outre

0<oxy <<my, <y

x, x, x
de facon que(1 23

Py Dz P
fait aux conditions exigées par la proposition de Markow.
Dans cette distribution on a

) définisse bien une distribution qui satis-

X, << IM << x5
d’ol
=2
et

Ve=]-+41
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L’inégalité (2) est donc satisfaite.

Cela montre qu’il est impossible de resserrer l'inégalilé de
Markow tant que Pon ne fait pas des hypothéses spéciales sur
la nature de la distribution.

Si 0 =0 on retombe sur le lemme de Markow. Dans ce cas
il sera donc impossible de satisfaire & I'inégalité (2). On voit
aussi directement que dans ce cas il n’est pas possible de
choisir les nombres x et p ci-dessus, de telle facon que les
relations (3) soient satisfaites. Il n’existe par exemple aucun

nombre positif p, tel que 1 <1 —p,.

N—— i sn s
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