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Introduction.

Dans 1a statistigie mathc¢matique on peut discerner deux parties de la
théorie, qui- se distinguent 'une de l'autre assez nettement par le caractére
des problemes traités. L'une peut étre appelée la partie rationnelle de la
statistique mathématique, Yautre la partie empirique.

Dans la partie rationnelle on considére comme donnés certains schémas
de réalisation plué ou moins compliqués. Le probleme essentiel de cette
partie de la théorie est de trauver la loi de distribution qui en résulte. En
particilier on cherche a déterminer la limite vers laquelle tend la loi de
distribution 'quand certains paramétres qui caractérisent le schéma tendent
vers . Si cette limite est telle que la variable fortuite considérée (éven-
tuellement les variables fortuites) ne peut assumer qu’une seule valeur avec
la probabilité ‘1, on" dit que "le schéma considéré est soumis & la loi des

grands nombres. Sile schéma n’est pas soumis 2 la loi des grands nombres, -

on cherche & déterminer l'ordre de variabilité de la variable a la limite. ' On
dit que la variable est une variable fortuite d’ordre %, si elle peut assumer
- R . B k
les valeurs x, &, « - - x¢ avec les probabilités P P - -+ P (Z Pi= 1) .
=1 .
“.Supposons par exeniple que lon tire s boules d’une urne contenant
des boules blanches et noires, la boule étant remise dans l'urne aprés

. . . m )
chaque tirage. On note la f{réquence relative p'= —, m étant le nombre de
s

_boules blanches reéalisées dans la série. Soit p la probabilité d'une boule

blanche. Si s—>%, la distribution a priori de la variable fortuite p' tend

vers une distribution limite dont ’écart quadratique est O; p’ peut assumer .
une seule valeur p avec la probalité 1. Le schéma est donc soumis 2 la loi

des grands nombres. Supposons maintenant que le schéma de réalisation est
le suivant: on dispose de % urnes renfermant des boules blanches et noires,
la probabilité pour tirer une boule blanche de I'urne i-¢me étant p;. On
choisit au hasard une des /% urnes, le choix étant décidé par un tirage effectué
d’uné urne contenant des billets numérotés 1, 2+ - - k. Soit P; la probabilité
pour un billet portant Je numéro /. Une des %4 urnes étant ainsi choisie,
on tire de cette urne une série de s boules avec remplacement. Sim est le

R TI . . m . s
nombre de boules blanches réalisées, la fréquence relative p'=— devient &
. S
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la limite s> une variable fortuite d’ordre &, pouvant assumer les valeurs
Pr b proavee les probabilitcs Py Py P Le schéma considéré n'est
done pas soumis a la loi des grand nombres.

Dans la partie empirique de la statistique mathématique, que 'on peut

aussi appeller la theorie du probleme inverse, on considére non pas-un
schéma donné mais un resultat donne. S'appuyant sur une observation ou

une suite d'observations empiriques on cherche a déterminer premi¢rement

le genre de schéma le plus vraisemblable d'apres lequel la réalisation a eu
lieu. Clest le probleme qualitatif. Ensuite on cherche a déterminer la valeur
«présomptive» des paramétres qui caractérisent le schéma. Clest le pro-
bleme quantitatif, ' , . ' -

Dans TI'un et l'autre des deux domaines de la statistique mathématique
le trait essentiel de la méthode employée est Papplication de certains
systémes de paramétres qui caractérisent- la distribution en question.

Dans la partie rationnelle on emploie des systémes de parametres carac-
térisant la distribution a priori qui résulte du schéma considéré. Un pro-
bleme important de cette partie de la théorie est d’exprimer les paramétres
qui caractérisent la distribution en fonction des paramétres qui caractérisent
le schéma dont la distribution considérée est le resultat.

Dans Ta partie empirique on emploie en outre ‘des systémes de para-
métres caractérisant la distribution observée. _ )

Les systémes de parametres les plus importants employés pour -carac-
tériser une distribution (a priori ou empirique). sont les semi-invariants A,
les moments s, les moments moyens u; (c’est-a-dire les moments pris

autour de la moyenne ), les moments factoriels mpny et les moments

factoriels moyens up;.!
Trés souvent, on se borne a considérer quelques-uns des premiers
parametres Z,-u et m1; par exemple les parameétres d'ordre 0 jusqu'a 4.

La raison peut en étre: ou que le probleme considéré est assez simple pour -
2 ; /
qu'il suffise de considérer les premiers parametres, ou bien que Yon

rencontre de telles difficultés dans le maniement des paramétres d’ordre
supérieur, que l'on renonce a donner une solution compléte du probleme
considéré. Ces difficultés peuvent étre de deux sortes. En ce qui concerne
les paramétres Z, u et m des distributions empirigues on se heurte a la
difficulté que la précision de ces paramétres décroit trés vite & mesure que
Pordre augmente, si le nombre d’observations dont on dispose n’est pas
considérable. En ce qui concerne les parametres 4, u et m des distributions

U It faut aussi mentionner les fonctions symétriques ¢lémentaires ainsi que le systtme de
paramétres introduit par' M. Morvucn. Voir la note de Tscuurrow dans Nordisk
“Statistisk Tidskrift 1 (1922) p. 389. _ ) .- "

J.es moments factoricls sont introduits par M. Srerrinsen, Skandinavisk Aktuarie-
tidskrift 6 (ro23) p. 73 ¢t 7 (1924) p. 151. Les semi-invariants sont comme il est hien
connu, introduits par TuieLe et Pemploi des moments et des moments moyens a été

svstematise par M, Prarson.
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a priori la difficult¢ que 1'on rencontre est d’ordre algébrique. Le plus
souvent c'est Ja difficult ‘d’obtenir une expression maniable pour les para-
‘metres de la distribution en fonction des paramctres du schéma.

“Pendant Jes dernicres annces les cfforts des investigateurs se sont
pour une grande partic concentrés sur de tels problemes géndraux, qui ne
peuvent se traiter sans avoir recours aux moments ou semi-invariants d'ordre
supcricur. Citons dans le domaine des distributions a prior les travaux de
M. Waranape sur 'ordre de variabilité d'une variable fortuite. M. WaTANARE
a entr'autres obtenu le criterium suivant:!

La condition nécessaire et sufffante pour qu'une variable fortuite
bornée soit une varigble fortuite d’ordre k, est que le determinant

Mg 11y« + = v v s 111y § ;
I P 7 S

f TRy PR /79,
soit ¢gal a zéro, tandis que

4:%0.

1 Tokoku Mathem. Journal. Vol. 15 (1919). M. WATANABE énonce son, théoréme au sujet
de la limite d’une distribution positive (129 312 - - désignant les moments de la distribution-
limite) mais le théoreme s’applique 4 une distribution bornée quelconque {2 1121 * * »
désignant les moments de cette distribution).

Le déterminant Ak+1 ¢tant un déterminant HANCKELIEN, 11 est possible de le trans-
former de différentes facons, et ainsi de formuler le théoreme de M. WATANARE sous d’autres
formes qui pourront mieux convenir aux différents cas particuliers, On peut par
exemple remplacer le déterminant Ak—)—l par d’autres déterminants analogues dont les
éléements sont, soit les moments moyens Uy, soit les moments pris” autour d'un point
quelconque, soit les moments «normalisés» ’

i, i

=, Y= ete.

P
iy wy
o .
On en déduit par exemple la proposition suivante :

Si les moments (ou les moments moyens) d’une distribution bornée peuvent étre mis
Y

sous la forme mh:ch O (h), ¢ désignant une constante et Q un polynome de degré #
(k2 un nombre fixe), alors la distribution ne peut étre une dxstnbutlon continue. — J’espére
revenir sur ce sujet dans un autre article. .

Il faut remarquer que les propri¢tés du déterminant Ak—l—l ont déja ¢té considerées
par STIELTJES dans ses travaux sur le probleme des moments pour Vintervalle (0,%). Pour,
Pextension a lintervalle (— %, + o) voir HaMBurGER, Mathem. Ann. 81 {1920). 1 parait
que la méthode la plus simple pour obtenir.le criterium de M. WAaTANABE est de

2 “
considérer la fraction continue 1+ ot + 3 l - £l «++ (PErRRON: Die
[T+t |U+pst jl+p’9t :

Lehre von den Kettenbriichen. Berlin 1913, p.322) associée a la série de puissances

Py
1+ Ym R obtenue en dcveloppant la fonction génératrice |+ t37T—— - (notation
=i h

de la page 18 ci-apres). I_a condition nécessaire et suffisante pour que la distribution
soit ‘'d’ordre £ est a,\,+,-—-0, 2,30 (7=1,2+++ k. Cette condition se ré¢duit au crite-

rium de M. WaTtaxaBe en vertu de la relation dp m =V ay ca, 1y .4, (Prrrox

P 325, formule 10, qui est encore exacte si la- fraction continue cst finie).
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Dans le domaine des distributions empiriques citons les trés importants
travaux de Tscuvrrow! sur un -grand nombre.de questions «qualitatives»
et «quantitatives> qui se rattachent au probleme général des schémas.,

Dans le ‘travail actuel je me propose de rechercher la solution de
quelques-uns des problémes que 1'on ~rencoxxtre dans Tordre d’études ou
interviennent des semi-invariants et des moments d'ordre supérieur.

‘Le § 1 du chapitre I est consacré¢ & quelques considérations sur certains
svstemes de codfficients nuxﬁériques qu'il faut faire intervenir pour mettre les
‘expressions rencontrées sous une forme maniable. Je m’occupe en particulier

_d’un systéme. qui me parait pouvoir étre le plus utile dans I'ordre de travaux

qui nous intéressent, a savoir les nombres et les polynomes de -BernourLLr
généralisés. Les résultats de ce premier. paragraphe ne sont pas tous
nouveaux. Afin de dispenser le lecteur d'avoir recours aux ouvrages
spéciaux sur les nombres et les polynomes B j'ai réuni quelques formules
fondamentales qui sont intéressantes au point de vue des applications-que
Pon peut en faire a I'étude des distributions statistiques.

" Dans le paragraphe suivant je donne des exemples d’une telle applica-
tion, entr’autres des formules permettant de passer des moments (@ priors
ou empiriques) pris autour d’un point quelconque aux moments factoriels
pris autour d'un autre point quelconque, et inversement. On trouvera aussi
dans ce paragraphe des formules génerales explicites par lesquelles en peut
“passer .des semi-invariants d’une distribution quelconque aux moments, et
inversement, les semi-variants et les moments considérés étant d’un ordre
quelconque.

Au § 3 je démontre une formule sommatoire assez générale qui me

servira dans la suite. Cette formule contient entr’autres comme cas spéciaux -

la somme des termes d'une progression arithmétique, géométrique ou
factorielle. ’ ) ;

Au § 4 je considere deux formules geénérales de sommation par parties,
qui peuvent entr’autres servir A établir certaines inégalités entre les sommes
de fonctions monotones. Ces inégalités sont utiles dans I'étude des moments
incomplets.

Le Chap. II est consacré aux parametres d'une distribution a priori
particuliére a savoir la distribution binomiale, et le Chap. III est consacré
‘aux paramétres de la distribution hypergéométrique. 1 est vrai que se sont
Ia deux distributions assez spéciales et assez simples.” Mais justément a
cause de leur simplicité elles tiennent une place fondamentale dans la stati-

stique -mathématique. C’est pourquoi je n’ai pas pensé inutile d’approfondir

Pétude des semi-invariants et moments d’ordre supérieur de ces distributions.

! Une partic des . travaux de Tscuvrrow a paru dans le Skandinavisk Aktuarietids-

skrift. ‘D’autres se trouvent dans Biometrika (Vol. XII—XID, Metron (Vol. II), Nordisk
Statistisk Tidskrift (Vol. I) ¢t dans des periodiques russes.
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' Chap. I. Généralités.
§ 1. L’emploi des nombres et des polynomcs de Bernoulli dans I’ ctude
' des distributions statistiques.

I'n statistique mathéiatique on a souvent a faire usage de deux suites
de cotfficients numcriques qui sont d'unc importance fondamentale. Ce sont
les différences de zéro A7 0F et les fonctions symétriques clémentaires des
nombres néturels Cel1,2,---u]. "La diffcrence de zéro A"0% est déf¥ie
comme la diffcrence m-ieme de x* pour. =0 4" 0*=(Ax*),_.o. Ces coiffi-
cients permettent comime on le-sait, d’exprimer la somme d'une puissance.
" D'aprés une formule bien connuet

.

1

R . o k Aiok _‘ k H- T
< S it= X = A4 0%.
on a o Tk 2 (z' , ‘l)
. Nous employons pour abréger la notatior factorielle2 ( £(x))!, (11 entier).
" Ce symbole désignera f(x)f(x—1)---f(x—m+1) si m est positif, 1 si
’ 1. Lo .
1= 0 etf(x+ N/xr2) - P — sl 1 est negatif, de sorte que tou-

jours (£ ()1 (f (x—m))im = (f(x))[m+"]. La puissance rentre comme cas

particulier dans la factorielle. En effet, faisant _f(x):cz constante, nous

“avons (f (x))lm=¢m,
Pour le calcul effectif des quantités 4% 0¥ on utxhsera la formule récur-
rente3 (1) 4" O¥=# [4* 0¥~!+ 4"~1 0¥='] ou bien lexpression indépendante

@) A Ok 2(—)"+/’(”.)jk.
' . j=0 J
"Ck[l,Z; n] est définie comme la somme des produits 43 £ des
nombres 1,2,---n. Ci[1,2,---n] est donc égal au cotfficient by, de

(—)¢ 2% dans le polynome (3) f(x)=(x—1)" = Z(—)" brn x" k. Les
poly i .

cotfficients &y, satisfont a la relation récurrente (4) brn=1by, no1t12bkq, oy
0=t 2 n). Cette équation, jointe i la condition iniale Agp==4! , bon=1;
permet de les calculer de proche en proche par un schéma que j’ai indiqué dans
un article précédent. Dé la relation (4) nous déduisons aussi cette autre formule

récurrente  (5) bxiq, g4 = 2(j+ 1) bxj. Faisant x= —1 dans (3) nous

j=k
obtenous la relation de contréle pour le calcul numerxque

abk" (71"} 1)
k=

! Voir par exemple Enc.d. Sc. Mathém. (1) 4. Fasc. 1., p. 61.

2 Enc. d. Sc. M., p. 50.

3 Voir par exemple WHITTAKER et Romixvsox : ‘Calculus of observations pP- 7.
4 «Norsk Matematisk Forenings Skrifter»>. Serie 1, Nri 14 (roegh
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Les nombres di, et 0% ainsi que certains co. qui ne se
distinguent d'eux que par un factor simple; par exc: s codfficients
dor . s o '
U == === (=i a1 ct d'autres cotfficients encore so: . :ignés par des

!
svmboles différents chez les différents auteurs.!.

Clest 1a un fait tres regrettable. Tscuurrow dont les travaux sur notre
sujet sont si remarquables, exprime dans une lettre ce regret en termes sui-

vants:. «Das dumme an der Sache ist, dafs die betreffenden Zalilen unter sehr

verschiedenen Bezeichnungen bei verschiedenen Forschern auftreten, so dafs
man nicht leicht auf die Idee kommt, dafs die betreffende Arbeit gerade
mit diesen Zahlen zu tun hat». ' .

Il semble donc un véritable besoin de systématiser la nothtion. 1
est d'autant plus facile de réaliser cette systématisation que les nombres

“bin, A" 0%, agn, Bar et les nombres analogues we sont en realité ue- les
? > N

nombres de Berioulli géncralisés By multipliés par des facteurs simples.

L’avantage que comporte I'emploi des nombres tels que les nombres
B, qui sont déja étudiés d’une facon approfondie et systématique, est trop
évident pour qu'il soit nécessaire d’y insister. L’introduction de ces nombres
ne signifie nullement que I'on abandonne le domaine .de P'algébre élémen-
taire. La plupart dés relations qui caractérisent les nombres B peut-étre
déduite d'une fagon plus simple par des considérations ¢lémentaires que
par des considérations sur les fonctions transcendentes.

En ce qui concerne les nombres B généralisés, je me permets de
citer quelques formules fondamentales qui sont intéressantes au point de
vue des applications qu on peut en faire 2 l'étude des distributions sta-
tlstxques2

! Les nombres a et f sont étudiés par Tscruprow. Voir par exemple Biometrika Vol. XII
(1918) p. 142 et suiv. M. ’Ocacre a étudié les mémes nombres mais sous une nota
tion différente. Il désigne par KZ ou encore par [1n]k~" le nombre ay, et par S:
le nombre ﬂn+l,k' Voir Nouvelles Annales des Mathématiques (3) 2 (1883) p. 220 et
suiv. Am. Journ. of Mathem. g (1887) p. 353 et suiv. 13 (1891) p. 145 et suiv.. Dans
le dernier mémoire on trouve p- 152 un tableau des nombres K: (=ay,) qui s'étend
jusqu'a k=12, n = ]2. M. NieLsEN désigne par /Qﬁ la différence de zéro A"Ok, par
@n-,—l le nombre Ot n q et par C,’: la fonction symétrique ¢lémentaire (&% [1, 2 —1].
Voir son «Traité élémentaire des nombres de Berxouriis, Paris 1923, pp. 16, 20 et
292, M. Sterrexsex désigne par 4" OF le nombre (—)* T 47 0% ot par D" 0% le nombre

(=)t Ciopn 1,2+ (k1)) Voir «Interpolationsleere», Kobenhavn 1925, p. 6o

' L Tk Aok _n!
et p. 63. M. M. Serivanov et Axpover désignent par D, le nombre —— Ty 'ak" et
Lk k~-k" N , .
par E; le nombre (—) Ck 21,25 (6—1)). Voir Enc. d. Sc. Mathém. (1) 4.

Fasc. 1, pp..1o1—103,

N

On trouvera des développements plus compkts dans les <\ orlesungen aber Diffcrenzen-
rechnung» de M. Norrusp (Berlin 1924). Voir ‘aussi «Meémoire sur lcs polynomes de

JErNouLLI». Acta Matem. 43 (1920).
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Les n()mhrcs B3 géndralisés sont définis par la rvclation récurrente

(6) 0w B i BE —nh BY B, BY 0 (ko)
ou bicn par l'identité en ¢ ) ,

A A 5y ¥ not n(3--1)
7 :\B ~_-]—__._.+_~ — e — s e s
(7) (Ct._' I) k0 L 2 1! 12 2!

¢ ctant un paramctre formel done le module est inféricur 4 2 1 frayon du
cercle de convérgence de la scérie). '

Le calcul direct des premicrs termes. du -développement (7) donne
le\p1 ession de BY B BY ete. comme des polynomes en .

L’expression 1ndcpendante des nombres B d’un ordre quelconque est
donnée par les formules suivantes.

1
(8 2) B‘"’_ b k!

YA Bk, Biy -+ + By, (1 entler et positif).
PYAEN T 4

Ou la sommation doit étre étendue a tous les entiers non, négatifs
ky ky -+ ky satisfaisant & by +ky + - 4 ka=Fk, Bj, étant les nombres de
BernouvLLl ordinaires,

B! . -

(8 b) ’ B(“")—Z (1 entier et positif).

YA SRRy S
Ou la sommation doit eétre étendue a tous les entiers positifs {non
nuls) & &y -k, satisfaisant & by +Ay+ -+ b=k +tn., o
Pour. le calcul numérique on utilisera la formule récurrente (6). Cette
relation est vérifiée si 7 est un entier quelconque (positif, ﬁégatif ou nul).
Dans le cas ou 02 2<n il 'sera pourtant plus commode de calculer les
nombres &y, par le schéma cité plus haut et de re\emr ensulte aux
nombres B-. '
On trouvera ci-aprés un tableau des premiers nombres B
L’importance fondamentale des nombres B dans la théorie des distribu-
tions statistiques s’explique .par le fait que les nombres B d’ordre positif
permettent de développer la factorielle suivant les puissances, et les nombres
B d'ordre négatif permettent de développer la pu1ssance suivant les fac-
torielles. ‘

On a en effet les formules

(9 a) altl =% el B(") x* (9 b) " =2 BL ’2«:"‘
. co k=0 k k=0 k )

La comparaison entre (3) et (9a) montre que I'on a

bamGulh, 2, ) .

Faisant -f(x)=2a", a=0 dans I'identité f(x—ra ) ( ) A fla), ou f

[==0
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Tableau 1.
cB0 k=0 1 2 3 4 5 6
w= 6 1 3 19 63 1 1087 77| 30083
, Z 2 10 2 21
s | > 20 75 331 | 6075 | 11215
23 4 6 - 36 21
13 243 185 | 6821
4 1 2 e i i
; | . 10 10 3 2
3 | 3 5 9 43 69 | 3025
2 2 2 5 84
' 3 31 127
~2 1 1 Z 3 31 127
6 2 15 31 s
IR < ! L 1 1 1
2 3 4 5 6 7
0 2 1 0 0 0 0 0 0
1 ;
1 1 1 1
1 1 - - o 0 —
2 6 0 30 42
1 1 1 5
2 1 —1 _5_ — —— P JE— —
6 2 10 6 a2
3 9 19 3 16
—— 2 I g _ e
3 : 2 4 10 4 21
1 : 251 - 221
2 n _ 25t _ 221
4 ! 3 6 30 9 42
S 35 25 475 4315
. 20 % Tz R tm
51 45 274 19 087
-3 o1 o - o8y
6 1 = 5 = 120 5
’ ‘n ginn
désigne un polynome de degré s, il vient "= 3 ——x1, ce qui montre
; i=o0 2! .
que l'on a A 0F =" Bi__',?,
va ~ - o f1—1
d’ou , akn———(”)BL’i’ ﬁnkz(—)"( . )B;(c").

Les nombres 4 et f peuvent donc étre exprimés a laide des nombres B
d’ordre positif, les nombres 40 et a a laide des nombres 5B d’ordre
négatif, . .

De la formule (2) on tire I'expression explicite suivante pour les
" ' . - ) i1\ .k

nombres B d’ordre négatif By =" X(—)" ‘]( .)] +r
. j=0 - J

On peut aussi rattacher la définition des nombres B i des considéra-
tions ¢lementaires de l’analyse combinatoire. Un tel rapprochement fournira
des renscignements intéressants sur la nature de ces nombreés.
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Désignons! par Cy[ay ay o+ ] la somme des produits i & factenrs que
I'on obtient en formant les combinaisons. sans répdtition d'ordre £ des
¢lements a2, -« - aw. Ddésignons par L% [x, Ak ] la somme coyr(;:\{pon-
dante que Ton obtient en formant les combinaisons avec répdétition. Dans
le cas ot Jes ¢léments sont les nombres naturels 1,2, -+ 1 nous posons
pour abréger

CI\I:'—'CI[ |~| "”‘]' ]‘/:VIL':I:IVII[I’Z}'"”]'
Les nombres Cp, et Ikn satisfont ¢videmment aux formules récurrentes

(10 a) Cin=Crn-1+1Croyny (10b) In=L%ne14+nLTk1,n

avec les conditions initiales ) ) . \

COnII; Cro=0 (O</€), Ton==1, IY’-'O:(') 0 <4)

d’ott (11a) Ckn—Zj Ci-1,j—1  (11b) Ty =2 j Fiyyje
j=k - U=l
Parmi les expressions indépendantés nous citons 2
. : . ' ¢ )
(122) Cone m+nt 1

I /2 R PR ’1 olz ., e+ l)in+1'

La sommation devant étre étendue a tous les entiers non négatifs

.

JiJa®tjarr satisfaisant a 7
‘]'1 + /5 +"_' : +_jn—}—1:ﬂ"—k+ I, 1+275+ - ;Hn-{— D jagr=n+1.
. | k+mt 1 '
(12b) Dp=>—t0 .
. ) k jl‘j"' k+n! (1!‘11 ’Zy)/»z...((k_{_n)y)lk_‘_n

I.a sommation devant étre etendue 4 tous les entlers non négatifs

J1Js "t Je-4n satisfaisant 3 _ \
Jitet s A edn=n, 11425+ -+ (k“l"”)]jkﬁ-'n:‘k’*‘”-

Pour Ik on a aussi cette autre expression indépendante3

(13) Fku:(;) 2(—)f(lji,>]'k+", ce qui montre que l'on a
I j=o )
An ok-1+n
Fkn:J_O T P n+k B n). : .
7! k ‘

. AR C
D’autre part on a évidemment Ckn=bkn=ﬁn+1,k:(—)k(k) BETY, dou

m _ =) ==y (-n _ Lk 0k
(142) BY 1 Ch,n1 (0 k<n), (14Db) Bi _(7;+/e) (O<n).

n

. _ -

1 On place souvent lindice 4 en exposant . voir par exemple NerTo: Lehrbuch der
Combinatorik. Leipzig 1901, p. 13.

2 Nerro Loc. p. 183 et p. 186. -

3 Nerrto L e p. 170.
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Ces dernicres formules montrent, qu'a un facteur simple pres, on obtient
les nombres /5 d ordxc positif par une combinaison sans r¢pétitiont et les
nombres 3 d'ordre négatifl par une combinaison avee répétiton, les ¢lé-
‘ments combinés ¢tant les  nombres naturels 1, 2,3, -+ Ccela suggtre T'idce
de généraliser les nombres 5 en considérant non plus les combinaisons
(sans ou avec répctition) des nombres naturels, mais les combinaisons des
¢léments plus complexe, par exemple une puissance des’ nowmbres naturels.

Nous allons considérer particulierement 'expression de la combinaison |
avec Tépétition des carrés des nombres naturels. Dans la suite nous aurons
a faire usage de cette 'expression. "

Posons pour abréger? Y= [13 2% - 2],
On reconnait facilement que les nombres I;\,, satisfont a la formule

S (2)
récurrente  (15) Iy, F;\ n_1 1" Fk_l,,, avec les conditjons initiales

I'a=1, I'i=1.
R ’ -
Considérons- la fonction £, (x)=[(1—1%x) (1 —_2?x) N i
Pour (1 x) <1 on peut développer f,(x) en série convergente

f,,(‘c ZH;\,,. . Portant ce développement dans l'identité

(1—12 %) fa (x):’ 1 (x) , et ordonnant suivant les puissances de x nous aurons
’ Hia Hkn~l+7l H—~k1 ne

Les valeurs mxtlales sont Hon = f (O)=1 et Hyi==1, puisque le coétfi-

cient de x* dans le développement /] (x) = 2 1:" est eoal a Punité. - Puisque

les nombres I et Hi, satisfont 2 la meme formule récurrente et aux
meémes conditions initiales ils sont identiques. Par-conséquence f; (x) est
une fonction génératrice3 pour les nombres F;(ci)'.

Décomposant f, (x) en fractions simples nous aurons aprés quelques

L I e if 2n 7
réductions Sala)= PPy (71 -i-j‘) =7
Introdui L =3
ntroduisant. | ]j]'.x 2 C x| Z2 e <,

o I Sl o 21\ atn
il vient Salx)= Y §0 /%‘1( ) (71+])] )

1 11 faut remarquer que les nombres B d’ordre positif pour lesquels n?klne sont pas
. reproduits par le procédé considére,
2 Ici il faut attribuer a I, (1% 2% -« % la signification I}, [1,4,9- - (Y] non la significa-
tion 13,(1,1,2,2,-- -, nl.
. 3 On vérifie sans peine que d'une fagon plus générale [(1— 1“;) (1=2%2) oo (1 —a* ]!

(u @
est une fonction w(mmtncc pour les nombres [y == I [1%,2% - u"].
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donc (16) TR LS T )i( 2n ,)jzm;e—w.

S TV R S DI -y

Darfs V'étude des distributions statistiques on peut aussi souvent avee
avantage se servir des polynomes dt BERXOULLL gendraliscs. Ces polynomes
d'ordre positif sont définis comme les polynomes cn X qui satisfont a
1'¢quation ‘
17y AR () )(m(x%:1)---—-/.')";"”{.r)::: 1!/3,(,”.'_",”&) (12 entier et pbsitif)
avec les conditions initiales ])”,9)(1‘)"*9:" ”)(O)—A B,

Pour #=1 on retombe sur les polynomes' 3 ordm’ures

Par une application r¢pétée de I'cquation (17) on trouve

A B (x)=» 16 gl (x),‘et en particulier (18) A B () =y 2"
Cette derni¢re formule peut ctre prise comme définition meme  des
pol)nomes B, pourvu que Yon definisse d’une fagon convenable les 7 con-
stantes arbitraires qui se trouvent dans Pintégrale de (18). Si I'on envisage
la deéfinition des pol}nomea B sous la forme (18), 'extension au cas de n
' A1t
Les pol;nomes B satisfont 4 la relation “fondamentale

négatif est immédiate On a BU "¢ )zvi“"]A” o

S e B ()= B (Z.)B£“’<x) B™(5).
o - i=0 i 7

On n'a qu'a faire m=0 dans. cette formule pour avoir le de\eloppe-
ment Taylorien des polynomes B.

(202) | Plt= 3 (G] B0
D’autre part on a le développement suivant les factorielles de x
(20b) Brmx+ypi§£ )B“‘”;qf&
ce que l’on reconnait en faisant f(x)zBif1 {x) dans lidentité
f(x~Ly)—— (j)d"f(y), ou f désigne un polynome de dégré 7.
‘Taxsar_l-t y=0 dans (20a) et (20b) on a en paxtlcuher

214) BWﬂ:Z()iix, 21b) B x)= (\EZ““.
i=o\? i=0 /

On a aussi la formule récurrente (22) ;:B("+')(x) = () B (x) +

+1'(x——71) B (x ), et la formule «<complémentaire» (93)[3 r—x)=(—) B,

. . . . . {k n -k
ainsi que la formule diff¢rentielle (24) ——,BL)( ) = {”B..—L(‘CJ::A-JKB(V i),
~ o N L :

Comme cas particuliers on a encore

,(n) n-a 1} n Vo

@25) B () —xr, BUTV 1) =all, Byt BTN

n
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§ 2. Relations entre les semi-invariants, -les moments et les
moments factoriels d’une distribution quelconque.
*

Considérons la distribution d’une variable fortuite qui peut assumer
la valeur x, avec la probabilit¢ P, (r=0, I, - s), les quantités 7’ ¢tant des
: _ )
S Po=1.
. r= 0
Les moments de cette distribution pris autour d’un point quelconque @

quantit¢s. positives .quelconques satisfaisant a la relation

sont définis. comme Déspérance mathématique du polynome f(x) == (x —a)?

& s
(26 a) gl —a)=2 (x, —— a)'P,.
! y=0

En particulier on-a les moments pris autour de l'origine

s
(26b) =23z P,
r=0

. et les moments moyens, c’est-a-dire les moments pris autour de la moyenne s,
. s

(26 ¢) =3 (w — ) Py

=0
D’une fagon - analogue les moments factoriels pris autour d’un point
quelconque a sont définis ‘

(27 a) Mn] (x—a):Z(xV_a)[h]P,.

v=0
En particulier .on a les moments factoriels. pris autour de lorigine
s <
(27 b} ‘ mp =2 MNP,
. y=0 " . .
et les moments factoriels moyens, _c’estlfl-dire les moments factoriels pris
autour de la moyenne i, ' ) '
: s ;
(27 ¢) . up =2 (x,—m)W P, .
v =0
Enfin les semi-invariants! 1, sont définis par l'identité formelle en ¢
® th
: h‘EOth s x,t
(28) . , e =23e¢" P,.

. r=0 . .

Dans le cas ot la distribution considérée-est par parties continue on
n’a qu'a remplacer le signe 5 par le signe | pris dans le sens de StieLTES.
Pour fixer les idées nous allons considérer le cas d’une distribution dis-
continue, mais la plus grande paftie du raisennement s'applique aussi au
cas d’'une distribution par parties continue. '

I est & remarquer que dans le cas trés fréquent x, =» le moment
factoriel m1y; est a un facteur simple prés égal a la somme? (h+1) -itme
de la suite PsPs .y Py. '

I Le terme scmi-invariant est employé aussi dans un autre sens. Voir par exemple

SyLvesTER, Am. Journ. of Mathem. 5 (1883) p. 79. Mais nous ne croyons pas qu'une

confusion soit a:craindre.

2 Sterrenses, Interpolationslaere.  Kobenhavn 1923, p. 104.




-1936, No. 3- SUR LES 5;\1} INV XRIA\[: ET ‘10\1?\1 5 ENFLOYES ETC, . B

s—h oy »q s prTn

En effet posant Qy==FPs—, on a 2 o X0 =2
"hjo "'}1__]?—40 VO':O . P
S
Puisque X =1 on voit que T'on a toujours
» =0
A== 000 o= frg == 1 n fo=0

1y =y T HymEy =

Une simple application de la formule binomiale permet d’exprimer les
quantités sy (&~ a) en fonction des qu’mtit(": 1ty (x-—b) ’est-a-dire d’exprimer
les moments pris autour d’'un point quelconque a en fonctlon des moments
pris autour d’un autre point quelconque 4. La méme remarque s’applique
encore aux moments factoriels puisque les factorielles satisfont comme on le
sait aussi a la formule binomiale!. Je n’insiste pas sur ces relations facile-
lement obtenues. ‘ ’

Pour exprimer les moments pris autour d’un point quelconque a, en
fonction des moments factoriels pris autour d’un autre point quelconque b,
et inversement nous employons fes polynomes B.

Introduisant (xvfa)” =B (xy—a) = BY (xy—b-+(b—a)=

?

. / _l i Y
—.2 ( Z) Bh_, {b—a) (x» ‘b)m dans la deﬁmtlon (26 a) nous aurons de suite

: » h i )
(29) o lx—a)= Z(IZ)B")(b4a) i (v—0) = 4(—”—)—

iy (X—b).
i=0 .

_o
D’autre part en mtrodmsant (ty—a)" =B (x,—a+ 1)=

. h ,\
=B (x,,—b+(b—a,+ =2 ( ) B (b—a+ 1) (xy—0)

(=]

dans la définition (27 a) nous durons

, A
(30} mp (x—a)=2 (z) B;,h:,_]\ (b—a+ 1) n; (x—0).
. i=0
Donnant & a et & des valeurs convenables nous aurons en particulier
i NHh ) -
(31 a) mp=2 (/1) BY = Z v 40 m.
R i=0\1? 7!
. hog) BoAl g h
(31 b} : =2 ( 1) Bh (m Jup=2 d 7.”1 i
- i=o\? =0 7l o
. h A (— n!
31 ¢ /4;,—2( ) h— -(———ml) m; ,‘—Z —(z—"——)—mm.
. h gl Oh
31d) =2 (Il) Bﬁ,__'z U'—-Z 4 O Jans
L P=0 i==0 !
. h . h —1
(32 a) == 2 (IZ> Byt (W =2 (/ll 1) B
oa=o\1 ) i=o \ I :

1 Voir pur exemple NORLUND e, p. 15T,

Vid.-Akad. Skrifter. 11 1.-F. K1. 1926. No. 3. 2
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. . ; ' P
(32 b) iy =3 ( ’) BYEY iy 4+ 1) s :
i=:0 ]
; 7 .
(32 ¢) ) =23 v ( 7) BZ:}}I (t—r12,) 1m;
. i=0\?
, ' hoth . h—1\ . ’
(32 d) Coam=2 Ll) ;zh—‘l' 1) (1) gy == ..,0( i 1) B}lhli i
1= l—_—'

On. voit que si les moments considérés sont pris autour d’un méme
point, il suffit de faire intervenir les nombres B dans les formules. Dans
le cas contraire il faut avoir recours aux polynomes B. 1l est intéressant
de noter que iz, est e\px imé en fonction des y; de la meéme fagon que

- M est exprimé en fonction des My, et inversement,

-Dans toutes ces forniules les moments entrent linéairement: mz est une
forme linéaire et homogéne en des quantités sy qy) -+« 171, i est une
forme linéaire et homogeéne en des quantités up) ppy- - - iin ete. Les for-
mules qui font connaitre les semi-invariants en fonctxon des moments et
inv ersement ne sont plus aussi simples.

~ Pour -obtenir -ces formules nous employons la methode des fonctions
génératrices. Cette méthode consiste comme on le sait & étudier la fonction

@ (f) définie comme lespérance mathématique de la fonction f(x %),

C (f)~2fx,,) 0,

¢ étant un paramétre variable et f (%, #) une fonction qu’il convient de définir
difféeremment suivant le probleme’ particulier que Pon a en vue.

La méthode des fonctions génératrices a déja été employée par LaPLACE.
StrELTjES ! I’émploie dans ses recherches sur le probléeme des’ moments.
Bien que la terminologie n’est pas celle que Ion emploie aujourd’hui, sa
méthode est en réalité une application de la fonction génératrice ¢ (#) définie
comme Pespérance mathématique de la fonction f (x, t)=—:_—t.

Récemment la méthode des fonctions - génératrices a été employée
systématiquement par MM. Mises2, Hamsurcer3, Lévy? et d’autres encore.
Il faut aussi mentionner la méthode symbolique de M. SorerS,

La fonction géncratrice la plus importante est celle que ‘Pon obtient
en faisant f (x, )=, 7 désignant Punité imaginaire, d’ou ¢ (A=2 ¢t*» P,.
L’introduction de la quantité imaginaire / assure la convergence de la série
qui figure au second membre dans le cas ou la sommation contient une

Annales de la Faculté de Toulouse Tome VIII-—IX (1894 Voir en particulier p. 71.
Matematische Zeitschrift, Pd 4-—5 (1919)

Matematische Annalen. Bd. 81 (1920) et Bd. 82 (1921).

Caleul des Probabilités. Paris 1923, M. Levy appelle les fonctions en question des

- W =

fonctions «caracteristiques~. Voir aussi Porxcarg: Caleul des Probabilités, p. 206.

n

Frequency Arrays. Cambridge 1922
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infinité. de termes.  Dans le cas ot la sommation n’en contient quun nombre
“fini, Pintroduction du facteur 7 est superflue. Meme dans le cas d’un. nombre
infini de termes on peut supprimer le facteur & on se borne a utiliser le
développement de ¢ (f) comme un développement formel. Clest ce que
nous allons faire dans la suite. Nous considérons la fonction génératrice

w (7) definie par e = > ¢! P,. Alors on trauve pour u (1) les développe-

ry=0
ments que voici
. on " th h
(33)* w(ly=2iy— = Log ) e" tP,=Log 2' m,,
; n=o0 /t! v==0 k!
#* @ m[/,] N "
th—’rLorrZ' fin 7 s —-L ).7 (e'—1)F = ] H—Logz (eﬂl)
h=0 h =g /2
Cela montre que 'on peut exprimer les paramétres 1, u et m ainsi.
(34 a) A=(D" )=, (34 b)  mp=(D" e%) =,
(34 ¢ pn=(D" en="1t), _o (34 d) »lll[h]:(D};f et —o.

D désignant une dérivation par rapport i £, et D, une dérivation par
rapport a e, ’

En considérant tantot I’une tantot Lautre des expressions (33} de « (#)
on arrive par des dérivations appropriées 2 exprimer par exemple A en
fonction des 71, u en fonction des Z etc. \'ous allons considérer ce probléme
sous le point de vue-général quand 2 soit 112 ou W est d’un ordre quelconque.

© i % (—)k—1
Posons y= anh d’ou #=Log (I +_y) gk,
. / ! ° k=1 k-
@ (;)k—l
(35) . Zh:(DhAu)t:O‘—‘kZ — (D" y9); —¢ .
) =

Pour calculer.la dérivée /-itme de ¢ (y)=y*.par rapport a ¢ nous
apphquons la formule de Faa pe Bruxo! relative 4 la dérivation d’une
fonction de fonction. Cette formule peut s’écrire

! 1! 2! !

(36) Dt p=—= 2 © ¥ _—/l'_lh? (L')": (_j’_“_)iﬁ . (ﬁ)ih 0 <)

=t 0!
ot D désigne une dérivation par rapport a £ et
(p(g)—d T dly’
dyg ar
la sommation (/) devant étre étendue a tous les entiers non negatlfs
iy By * - - tp satisfaisant & 4+ +- =g, 1 L4214 Fho=h
Dans l’espéce nous avons

o si k< g) o
A8) — ~8 ) — 2 b .
7 {k[g] yk-*g si ez k’r J h:Om‘ A n (0 <),

-~ .. . .. .
! Fax pe Bruxo a public sa formule pour’ la premicre fois cn 18355 dans les Annales
e Tortolini. Voir aussi sa «Theorie des formes binaires» ainsi que ses meémoires Am,

Jo‘urn. of Mathem. Vol. 5, p. 239. Quurt. Journ. of Mathem. Vol. 1, p- 359.

i
]
a
3




20 " RAGNAR FRISCH. ' H-F, KL

N T e
c'est-a-dire

(0 sl oF 4 ) : )
.(‘r(‘g))(z:w:{ fé# ! (Mmoo ="n1; (0<"1).

klosi g=k)’
iy {n
/1’

Introduisant dans (36) nous aurons
Dans (35) il suffit détendre la somlmtlon jusqu’a A=/ puisque pour

, ! . fi! m N f11,\ e
(Dhj’}‘)r o= A1 Y — - —1 __T-‘-'
i) 11 150 o 1! 1! 2

< kon a aussi &<k donc (@), —q = 0%t par conséquence (D" y¥);—g = 0.

Nous avons donc en définitif

-

’ . k. (l‘e—«-lj' m NI i\l ¢ fr\in
; 1y k—1 2 . 1 L2 I il
(87 N =l k:](- ) G 13l dpl e e iy (1‘) (2!) (/z!) O<A

olt la sommation  {7) doit etre étendue A tous les entiers non négatifs

iy 1y -1y satisfaisant & 4 + 4, Focd =k 14+ 2454 Fhi=h

En particulier on a
(20:0)
Ay=my -
Ly =111y— 111"
hg=u1g—3 my 1115+ 2m,°
Ay =, — (4 712y g+ 31m, )+ 1201,y — 61111 -
Ay ==1it;— (5112, 7114-}— 10 711y 1125) + (30 122, 172,° —I—ZOm1 1113)“607711 7712-}—24 m,®
etc.
Pour avoir I'expression de /n en fonction des quantltes il sufﬁt de
faire remarquer qu’en vertu de (33) nous avons pour 1 <}

Dty = Dt Locf S 1 kﬁ*D" LorI bS5 “k——' . L’expression de D'x en
k=g : ‘

k=0
fonction des quantités m est done 1dentique a lexpression de.D"u en
fonction des quantités u. Par conséquent pour avoir I'expression de 1 en
fonction des quantités u nous n’avons qu’a remplacer m par u dans la
formule (37). Puisque u,=0 tous les termes ou # 0 disparaissent, et la
formule peut s’écrire

—1\! i i i
I ), —5“(,—”—,(42—;)(;)(;—;‘)” (1<h)
la sommation (7) devant étre étendue a tous les entiers non necratlfs Ty g "< 1p
satisfaisant & Z,+ig+ -+ o=k, 20,4+ 3ig+ - +hiy=h.
"En particulier on a
' (Zo=0)

(Ay==1m1,)

7:.2 =p, ’

A== ug
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Llexpression de s, en fonction des 4 s’obtient en appliquant la for-

mule de Faa nE Bruvo dircctement a (34 i),)."()rw trouve .
b ! 7\ Sy \ P2 s\

39 n =S Y e (—'- o ( _ (0 <7 h

39) . dmnl a2 /8 )

la sommation (/) ¢tant la méme que dans la formule 37)
En particulier
(myg=1) -
my=2,
11y =2y + 2,
ttg =g+ 32y A+ Ay®
1y =l + (47 hy+32,2) 61,7 +/.1
1ty =2y A+ (52 A+ 102y 2g)+15(Ay 2,2+ 102,% 75)+ 104, 22+/.1
etc. . .

L’expression de ux en fonction des quantités A s’obtient en faisant
remarquer que la fonction #—~2;¢ tient dans (34 ¢) la place de # dans (34 b).
Puisque en vertu de (33) on obtient la fonction u—/,/ en faisant 1, =0
dans #, on n’a qu'a faire 4,=0 dans l'expression de pour avoir l'ex-

pression de wu; ce qui donne

B h! i » / :
(49)' S . Vh_ZZMTETT.—(Zt) (;v) ) (;’;>h (O<1.z)

k=10) I ! 7
la sommation (7) étant la meme que dans la formule (38).

En partmuher .

(uo—l)
(u,=0) ’
My =y
__As
Uy =4, -{~322
5—A5+ 104, 44
etc.

Les formules (37) 4 (40) peuvent aussi étre mises sous forme d’un
déterminant. On peut par exemple ou bien partir de la relation!

tk
b : - ka_,_,k' .
mp=21 . mp—; i, ou bien développer Dy = “— ~ suivant les
=\iy » PP
i=
. . 2
k=0 k!

puissances de ¢ a l'aide des formules de Hacex.?2 De cette facon on ob-
tient en vertu de la remarque ci-dessus relative a la maniére dont on peut
passer de l'expression de ‘m a l'expression des u '

! Srerrexsen: Matematisk Iagttagelseslere p. 21.
2 Am. Journ. of Mathem. 5 (1883) p. 236.
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Ap = (_)h_l

Ip=(—)r1

My =

My =

h—1 hh—1
Un | MUp—2 > Mr—3
A —1 0
Tl
2 y A —1
2\ . (2N
- 0 B

. ft—1
h—2) "

(o]

) J1—1 5
. /z»—Z)

"

*2

O< 1)

(3<h)

0<h)

(3< )
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Les méthodes préecdentes permettent aussi d’exprimer les coéfficients

du développement d'une fonction de distribution (nbman(. f(x suivant lfs
2

.ff' z Ch s
2, Posant fla) =X “)"/T. ralx), ougylx): e 2

h=0

32
()

]

dérivies de € ://,-,fx'r'
£y ¢étant le polynome d'lermite dorde /1, on a Videntite!
2 4

14
()—'?‘““IO“—C/;/,.

ce qm montre que pour 0</z nous aurons ]L\prl_\ﬁlf)n de ¢p en rem-
plagant /, par i,—1 dans Pexpression de my.

En partlcuher dans le cas ot Pon a choisi Porigine ‘et l'unité des
observations de fagon a ce que 4,=0, i,=1, on n’a qu’a faire /i, =7,=0
ou — ce qui revient au méme — & faire i,==0 dans
On obtient ainsi

(,jh)h o<

dans Pexpression de iy,
Pexpression de n. pour avoir I'expression de ¢

S SO R AT A
. k=1 fg) 40 ooy A3 41

la sommation (/) devant, étre etendue a tous les entiers non negatlfs

- iy satlsfalsant a

A .
fgbiy e din=k, BigtdiF o Fhiy=1h.
}.3 —1 . 0' . 0
AoC 0 1 0
Ay 0 0 0
s (2);,3 0 N
a=l L (5 <<4)
Jy— _
4h—3 (l 34) Y- (/Z 44) In—q -+ —1
. fi—1\ h—1\ | h—1
i 3 )Ah—s ( 4 )Ah—4 R (/1**3 Ay

En particulier on a

=1
6=
Cy= .
C3=1ly4
cy=1
€5 =4 .
Co=rg+ 10747
. € =i+ 357, 4,
ete

! Voir par exemple Frsner: Mathematical theory of prebabilities p. 2710.
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§ 3. Sommation d’une fonction particuliére,

Dans ce paragraphe nous allons démontrer une formule sommatoire qui

nous sera utile dans la suite. C'est une formule assez geénérale qui comprend

entr'autres comme trois cas spéciaux la somme des termes d'urie progres--
sion arithmétique, géométr‘ique ou factorielle. . ,

Si nous employons la notation’ factorielle définie au § 1, la formule
peut s'écrire : o

Bt L [x )\l "“(x—i—a)[;“._’;i]
1 ‘: T g ym /L—_(l == Z Ty — =
Wa o Stem ) =2

x+b+1 x+a—m\H :
== — [m]
» a—»(m+b+l){(x+b+l,) l}(x‘—{-a)

les factorielles étant pris par rapport a x; a, b et x étant des quantités

[

quelconques, 2 un entier poditif, négatif ou nul, 2 un entier positif,

Nous avons originellement démontré cette formule par une conclusion
de /2 a (A+1) utilisant certaines sommations par parties. M. STEFFENSEN qui
a eu Pobligeance de lire les deux premiers chapitres du présent travail
en manuscript — ce dont nous ’en remercions vivement — a fait remarquer
que cette démonstration peut étre sensiblement simplifiée. .

En effet on reconnait que le terme général du premier membre est
la différence par rapport a4 / de I'expression o

x+b+1 (x4 q)im+il
a—(n+b+1) (x+5+1)i"

On a donc immédiatement

S Gty R A L o B e L I
im0 (@O T a—(uto+1) 2y wtbt DA

a—(m+b+1)

(x+ 64 1)

x+b+1 | (x4q)mth]
Ca—(m+b+ 1)

“(x-i—a)?"f}_- a4t {/x+a—m)[hl

‘\x+b+1 —1}(’”"“){'"]'

Dans le cas particulier 0Z x4+ a<m+% la formule ce réduit a

kol o fx+a\E x4 b1 o
. Sladqg—g)ym| Yy 2T TR mj
(41D) i:0(1+(l 2 ~(x+ b) 771+b+1~a(x+a) -
Si a=m+6b+1 la formule (41 a) devient indéterminée. Dans ég cas la
. . x4-a—m 1 .
série a sommer sera (x + )+ 3 —. Le probléme revient done en

i=x-ta--m—h--1 ¥
ce cas a sommer les nombres naturels inverses, ce qui explique que Ia
formule se trouve en défaut. '
Faisant a=6é, m=1 dans (41 a) nous aurons la formule sommatoire pour
la progression arithmétique ' :

e G xtatl [(xta—1\" ) xta+ 1\ (x4a—h+1
Xlx+a—i)= ‘ —1{(v+aq)= —
s rte)= —2 i(x—%a%—l)' IJ(“L") ( 2 ) ( 2 )
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IFaisant a@==4 avec m un entier qucleonque nous aurons la formule

sommatoire pour la progression factorielle:

! @31 . o (xta )y | x+a-—m ”"‘| a0y g e gy
SrTes )t = __(x—i—a—f- 1 l_ _ 111 ’

i . m—'1
Faisant m=0, a=:cb et laissant b tendre -vers % nous obtenons la
formule sommatoire pour la progression glomdtrique

’E;‘ T x+o41 x+ch "il]_c”fl
'i,:»,oc—blzl>w(6—l)b—l <x+b+1 IW

§ 4. Deux formules générales de sommation par parties.

_ Dans Tanalyse directe des problémes relatifs aux moments tneomplets
de certains distributions importantes par exemple la distribution binomiale
at la distribution hypergéométrique on rencontre de trés grands difficultés,

qui dans bien des cas empéche d’obtenir des expressions exactes.  D’autre
part le ‘plus souvent on ne connait pas le reste dans les expressions asymp-

tothues auxquelles on parvient, souvent on ne sait méme pas si 'expression
fournit une évaluation par excés ou par défauf. Dans’ ces conditions il
_s'attache un intérét special a la recherche des limites inférieures et supé-
rieures. Le premier qui parait avoir attaqué le probléeme de cette facon

est M. MEmELL qui depuis longtemps posséde certains résultats relatifs au .
. moments incomplets de la distribution binomiale. Récemment jai eu I’ occa51qn

de voir ses résultats, qui me paraissent trés intéressants. Al faut espérer -
que M. MEIDELL ne tardera pas a les publier. '

Les limites que j’ai obtenues (et que l'on trouvera au § 6 du chap. H
sont assez dissemblables de celles de M. MemEeLL. La principale raison en
est que je me suis appuyé sur la connaissance .de l'expression exacte de

i (formule (79)).

On connait un grand nombre de théorémes généraux concernant l'iné-
galité entre des sommes et des intégrales et qui peuvent trouver une appli-
cation intéressante i I’étude des moments incomplets. Citons les inégalités .
de Tcuesycuerr, HOLDER, JENSEN, Scuwarz et de M. M. STEFFENSEN et
Memercl,  Pour demontrer ces_inégalités on s’appuie le plus souvent sur
la monotonie ou la convexité des fonctions considérées.

Dans le paragraphe présent nous allons considérer ces inégalités sous
un autre point de vue. Nous allons démontrer d’une fagon tout a fait
élémentaire deux formules de sommation par parties qui conduisent entre
autres immédiatement i que}ques unes des inégalités citées et qui four-

-

1 Voir par exemple STeFrFENsEN, Skandinavisk Aktuarietidskrift 1918, p. 82 et 1023,
p- 139, MEDELL, ibid, 1918; p. 180 et 1921, p. 235, ot Von trouve des notices biblio-
graphiques. :
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nissent cn outre I'expression explicite des restes. Dans la suite nous aurons

a faire usage de ces formules. ; 2
Soit ay ay «+caw, by by -+- b, deux suites de nombres quelconques,
alors on a ’ ’
n, . n n n—1 n
o ~ ~ -y
(42a) nXaibi== Yap Do+ 2 Xla—aplbi--b).
. ! : i=1 i=1 i=] z"—l j=i-1
On reconnait P'analogie entre cette formule et la formule habituelle de
L S
sommation par parties ’
n n—-1 i - . . :
(42 b) E(Z[ [),‘—(T«n ZZ) + > 24( __af+1)bi. i . -

i=1 i=1 =1 j=1\

Supposant que (422) soit exacte pour ., nous’ avons pour (14 1)
n-+1 n

(n+17 40,& —712(1,& + Za;b,-’%—(n—l- D@t bngr .

i= . i=1 i=1

Le premier terme du second membre de cette dernicre équation est
par hypothése égal au second membre de (42 a), qui peut s'écrire

‘n+1  n-Hl ’ n  nt1
2ai- Zbi—ann Zb—b,,_HZa,—n,,dLl w1+ 2 2((1,——(1,)(17 —b)
i=t  i=t 1*1 i=1 . =L =i

— Zalb —!—a,,J_l Zb + byt Za,——n Ani1.bns.

i=1 i=1 -
Rassemblant les termes nous retrouvons (42a) pour (/z+ 1).
Puisque on a pour =2 2(a, b, +a, b)=(a,+a,) (b, +b )+
+(a,—a,) (b;—b,), la formule (42a) est générale.
~ On peut donner au dernier terme du second membre de (42a) une
mtexpretatlon qui ‘nous parait assez intéressante.
Pour mesurer la \arlablhte dans une suite de nombres a,a, -+ a, on

]
peut construire dlﬁ'erentes mésures. Désignant la moyenne —~2a, par a,
7 =1

. . 1 |
on peut par exemple considérer la déviation moyeine —3|a;—a,!, la
‘ 7

déviation-type '/ 1 Z(ai—a,)’, ou bien le coéfficient de variabilité (avec répéti-
‘ 7 .

tion) de M. Gint! — 2 Zla,—a,l etc. Si l'on introduit le carré au lieu de
7* i=1j=1 .

la valeur absolue de la différance — ce qui parait assez naturelle — le
. : - N 7 .
coéfficient de variabilité sera v=;]/2(a;—aj)2, 2 désignant la somme

n n

2 3. Ce cotfficient est l'analogue de la déviation- -type. De meéme le
i=1j=1 "
N .
. . Sai—a) (bi—b;
cocfficient = @) (bi—b)

\‘4\.‘((7,"* (I}‘)2 . Z(/J,"—/)/)z

U Voir par exemple Juun: Principes de Statistique. Bruxelles 1921, p. 467.

“d
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sera. Vanalogue” du cocfficient de corrclation pour deux snites, On pourra
appeler ¢ le coéfficient de covariabilite. 11 est évidemment positif.ou négatif
suivant que a et b varient 4en moyenne» dans le meme sens ou dans e
sens inverse. l.e coifficicnt ¢ est invariant envers une transformation linéaire
des variables pourvue que cctte transformation ne change pas l¢ sens de

la variation de l'une des variables sans changer le sens de Ja variation de

Pautre. S'il existe entre @ et 4 une relation lincaire bi==aa;+ A, l¢c cotfficient
de covariabilité est ¢gal a -+ 1 ou. 1 suivant que o est positif ou négatif.
11 découle de I'inégalit¢ de Scuwarz! que dans tout autre cas on a ¢. <_1.,
Le coéfficient de corrélation jouit comme on le sait des mémes propriétés,
Ces considérations justifient d’appeler a et b covariables ou contravariables
suivant que le coéfficient de covariabilité ¢ est positif ou négatif. Mais alors
le contenu de Péquation (42a) peut étre exprimé ainsi:

4 Zaib; ) - . .
La™ moyerine === e¢st plus grande ou plus petite que le produit des
”n .

> ai 2> bi . . . i . .
moyennes —— et — suivant que a e¢f b sont covariables ou contravariables.
n..n : .

’ s . 2a;b; 2a; 2b; 1
D’une facon plus précise on a —— = — . — + 5 €0, Va et up
. . ”n non

désignant respectivement le coéfficient” de variabilité de la suite ‘a; et b

Un cas trés particulier de covariabilité est évidemment celui ou les
deux suites sont monotones. Dans ce cas on a nZa;b;=2a;- 3 b; suivant
que @; et ; vont dans le méme sens ou dans le sens inverse. Clest 1a
Pinégalité de TCHEB‘&CHEFF. , , .

Il est intéressant de noter que la formule habituelle de sommation par
parties (42b) donne aussi lieu & une évaluation de la somme X a;é; pourvue
que a soit monotone et & garde un signe copstant. Mais cette évaluation
étant basée sur la valeur extréme a,, est évidemment moins précise que
I'évaluation & l'aide de (42a) qui est basée sur la moyenne des a;.

La seconde formule dont nous aurons besoin dans la suite, est la
suivante,

' 1 a;a;
42¢ D S0 Sa) + 13 S UG pye,
( ) . i=t =1 b (_t:la) 21—‘1 j=1 b b/( ])
La vérification est immediate. On a, 2 désignant la somme 2
R . 4 i=1
n—1 n R n—1 n
Saibr 3 L —(Ta)p=3a2+ 3 ¥ Lt —Zai—23 Saa
b; i=1 j=i+1 0i b; i=1 j=i41
n=l n aoq . {non
=3 3 —l(b— -"":——22—— —b)*. .
Al it i

I Voir par exemple Couraxt et Hiipert: Methoden der mathematischen Physik I,
Berlin 1924, p. 2.
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Si le produit @;6; garde un signe constant, on en tire de suite

. ) 2
(424d) A Xaib;e -S(/—I‘I >(Iail. .
i

Si I'on suppose plus particulicrement que a; et &; soient positifs, l'incgalité
: - . 1 )
(42°d) peut etre deéduite en faisant e;=a;, a=4;, wl(a)=— dans lin-
. . . u

: : S e a; ~
PSR LT -~ = L AR s P
- égalite de Jrysen: Sepywla) >y l(d) e, A= 5, 0 ou d désigne une
i

fonction positive et 4 (a;) une fonction convexe dans le domaine de somma-

tion. Pour a; et &; positives (42d), exprime ‘la relation bien connue entree.
la moyenne arithmétique et la moyenne harmonique. :

Faisant a;=aq; Bi, b[:% dans (42 ¢) on en déduit I'inégalité-de Scuwarz,
: ) .

20![2 -2 7:‘2“(2 di /3:‘)2> 0
L) " k) A M l “ Y ? ai al ’2
et 'on obtient pour le reste I'expression — 8 X | ‘
' o co 2=t = BB
" L'inégalité (42d) peut étre sensiblement généralisée. Supposons’ que
‘les a; et &; solent positifs. Soit & et y deux nombres quelconques, entiers
. ' ) 'bi ¥ - j ; .
ou’'non, x >y, alors {42 e): <———2a,'—,) est plus grand ou plus petit que
: _ a

Zaibiy" .o " . C e ‘ .
(—ET) suwivant que x et y sont de méiite signe ou de signe opposé. Pour.
¥ et y positif 'énoncé est une conséquence immédiate d’une proposition
connue!. Le cas ou x et'y sont négatifs se raméne a celui de x et y positifs
en faisant xi;—éy,yz—g“, bi=f; 71 (§<C0,7<C0) dans (42e), supposée
eXacte pour x et y positifs. De méme pour démontrer que la différence
. Z(Ii bi—¥\* Zai b ’ !
x5 |
n’a qu'a faire a;=a; &, x+y=2z et de mettre (X a)~* (X a; %)Y (Z a; b~ Yy
2 a; biz)y (2 a; by

en facteur. Il reste alors =
. 2, a; . 2 a;

2>y,

! Wanruno, Arkiv f. Matem. Astron. & Fysik 18 No. 2 (1924).

v ’ .. ”
) est positive pour x et y positifs quelconques, on

z
), ou z et y sont positifs,

A

o8
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Chap. II. Les parameétres de la distribution binomiale.

§ 1. Les semi-invariants de la distribution binomiale.

Dans les paragraphes suivants nous allons étudier plus particuliérement
la distribution binomiale. C’est comme on le sait la distribution @ priors de
la fréqu_ence. d’'un évenement dont on fait une série d’épreuves indépendantes’
a pro‘babilité constante. Si nous désignons pas s le nombre d'épreuves dans
la série et par p la probabilité de larrivée de I'événement considéré, nous
aurons en employant la notation du § 2

(43) - =y ’_P,,:'(:)p”q‘—” g=1—p.

(r=0,1,...8)
Dans le paragraphe présent je me propose d'obtenir des relations
(=] -
récurrentes pour les semi-invariants de cette distribution, ainsi que I'expres-
sion indépendante du semi-invariant d’un ordre quelconque en fonction

de setp. . . : ’
s : .
Puisque = Xe ( s)/’" g =g +pey
=0 v
o - . spet o Vo
on a immédiatement u(f)=sLog(g+pe'), Du= PR dou (44) Zy=sp.

Pour calculer 2,1, - - - etc., on pourrait suivre la méthode générale qui
consiste a calculer directerment les dérivées successives de # par rapport
a ¢, et de faire ensuite /=0. Pourtant nous obtiendrons les expressions
cherchées d’'une fagon plis élégante en nous servant d'une formule diffé-
rentielle récurrente trés simple que nous allons -établir. Nous allons dé-
montrer que l'on al

d,
(45) “a=pq @ bt (1<w)
Considérons # comme une fonction des deux variables ¢ et p et posons
_ ou o 3u N '
pour abréger v:eta;, (M= v M= 3
L’identité  (46) qu("‘=s/>c'—/> =D .

est satisfaite pour #=1. Etant dérivée par rapport a f elle ne subit d’autre
modification que celle qui consiste & remplacer 7 par (#+1), donc elle
est générale. '

1 Voir aussi Comptes Rendus, Paris.” Séance du 17. aout 1925.
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Remarquant que — == o+ pg —, nous pouvons transformer le second
o 2p
. [ iy e @ ] e . ST X
membre de (46) en ¢ | " L—/)':—/—):'k 1. Cétte expression est égale a
t .c d

o n . ' .
q '_(/N])—a;u‘”—”, ce que l'on verifie en dérivant (46) par rapport & p. Donc

R : : .
11<”’:pqé—;;n(~"_”. Nous n’avons qu'a faire /=0 dans cette dernicre relation

pour avoir la formule (45). A l'aide dé cette formule et la condition
initiale (44) nous aurons successivement

ly=spq
is==spqlg—p) o
Ay=spq(1—6p¢q)

. ete. :

La formule (45) est surtout avantégeuse quand il s’agit d’exprimer
les semi-invariants en fonction de s et p. Puisque la formule contient un
signe de dérivation, elle ne se préte pas au calcul numeérique récurrent
dans le cas ou s et p sont des quantités données. Pour obtenir des for-
mules récurrentes qui se prétent au calcul numérique, nous allons établir
une relation «complémentaire» a laquelle satisfont les semi-invariants.

Ecrivons u =-u(t, p), Jn=1n (p) Vpour mettre en évidence le fait que
est une fonction de # et p et A, une fonction de p. ‘

Nous avons # (£, p)=s Log (g +pe')=st+s Log (p +ge ), ’est-a-dire
u (¢, p)=st+u(—¢, q), donc pour 1<, u™ (¢, p)=(—)" u™ (—¢, q). Faisant

/=0 nous aurons
(47) ' Ta (P)=(—) 2 (g) ~ (1<n).

Cette relation nous montre que les équations linéaires entre les semi-
invariants posséde des propriétés analogues a celles que j’al démontrées
dans un article précédent! au sujet des équations linéaires entre les moments.

. ’ nofy—

Portant maintenant le développement ¢f" =V =¢ ¥ ( .

: i=1

1 R .
1) #'® dans Piden-

71—

n ____1 .
tité (46) nous avons g u==gspet—pet X (’z._l)u(’), d’ot pour ¢=0

i=1
' . el p—1
(48 a) In=8pg—p 2 ( . )2,-.
, =2\ 1—1
De cette relation nous tirerons en vertu de (47)
n )l m—1\ .,

(48b) . (=) dn=spg—q 2 (—) ( 7 1) & (1<n)

. . S ti=2 —1).

! Biometrika Vol, XVII (19235) p. 165. .

i
i
i
i
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d’on nous dcduisons encore! _— e
. . Ent (‘"W“) : .

o alg{= ) =S =1\ . :

L SN A, T <
(49 a) b S —i:‘ (2 I.il):‘.kz (1< n)

: Ent ("_—3)

) /Am(q'i‘(_‘)n—‘/))_ o . ‘.,2 77—1\ . .

- (49b) e— 'Y, ’—“—“5(‘]“/’)‘*2i‘:1 ( 2[.)/-21'-;-: (1<Tn)

La formule (49a) exprime le semi-invariant- d'un “ordre quélconque
(pair ou impair) 4 l'aide des semi-invariants inférieurs’ d’ordre pair, taidis
que. (49 b) exprime le semi-invariant d’un ordre. quelconque (pair ou 1mpalr)
a Paide des semi-invariants inférieurs d’ordre impair.

-

Des formules (49) nous déduisons comme cas spéciaux

(s0a)  hmsgzp' S S )= <o
“ K Coi=1 2 i—1

R , - g1 128\, ‘ .

(50 b) hogt1=spglg—p)—2 pq =z 2 z-)/~2i+x 1<g

Pour obtenir Pexpression indépendante du semi-invariant d’un ordre
quelconque nous posons )

) . g . ’ ) g . -
G1a) = 5 gk 0<g  (51b) 22 2 Bart (0<g)

k=1 = ' ( P)
. - ) . - 7'_—._pq‘ :

A Paide de (45) on vérifie sans peine par une conclusion de g a (g+1)

que les quantités 4 ‘et B sont des coéfficients numériques indépendagts de

s et p. Portant les développements (51) dans la formule (45) et identifiant

les deux membres nous aurons Bgi=#F Az et . .

A=k Bg—1,x— 2(2k—1) Bg_1,x-1, d'ou en ¢liminant les quantités B
Agk=k2 Ag—l,k"‘ (Z'k‘—?.) (2 k“‘l) Ag——l,k—] .

(— )1

Posant A4'x= m

Atk dot Age=(—)V"T1CEh—1)! Agr
nous obtenons pour A’ I'équation aux différences A=A s—1+4> Avmi i,
avec les conditions initiales A'or=Av1=1.

Ce sont la précisément les relations auxquelles satisfait la fonction
symétrique 2. Nous avons donc Bop = kAg =

(—)="k@2E— 1) I‘g( ki . Introduisant 'expression de 2 donnce par (16) .

“ el
.naus gptenons en définitif pour A et B les expressions indépendantes

b Je désigne le plus grand entier (positif, négatif ou null compris dans la quantité & par
Ent (a). Le symbole habitucllement adopté [x]) peut donner lieu & une confusion puisque

j'emploie les crochets pour disigner les exposants factoriels.
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ko 2k (P 2
52 Bo=h ol = X (=) Yo TS L oy
(5 ). B IL o { ) (/"_*_])j z 0( ¥ (j )(j

Il est intéressant de noter I'analogie qui existe entre I'expression (52)
et Pexpression (2) de la différence de zéro,; (52) représente le «moment
moyen> d’une progression dont le «<moment», a un facteur prés est représenté
par la ditférence de zéro 4% 0%,

§ 2. Les moments de la distribution binomiale.
Considérations générales.

Si Ton range les paramétres de la distribution binomiale d’aprés la
simplicité de leurs expressions, les moments factoriels tiennent la premiére

place puisqu’on a simplement !

(53a)  mm= 3 H1 C) P gt =5 p" 2 ( _ll>p"'h g* " = sl pt,

=0 r—/

Viennent ensuite les moments pris autour de lorlcrme Une application

d (31 a} donne 1mmedxatement ) .
S AN o
(53b) mhzz(f) B ”“;b'— (S:)p* A OF .
i=o\? i=0\ ¢ )

Pour 0</z on peut du reste remplacer 'la limite inférieure 7=0
par i=1.

Les moments sy satisfont aussi a certaines relatlons récurrentes dont
les plus intéressantes $ont les suivantes

7

__1 —_— . .
(54 a) my = (sp +pq—(;ip> mp—y  (54b) mu=p Z ( </I . I>—</zlhi >mi. 1

Posant 7mp=g¢° Mys on a encore-la formule récurrente en deux indices !
(54 C) o Mys=s (Mh—]ys—MhAA],g—]) .

Pour démontrer (54 a) on n’a qua dériver I'expression qui définit s, .
Les formules (54b) et (54¢) s’obtiennent aussi aisément par des transfor-
m‘atvions de Texpression de définition.

Je n’insiste pas . davantage sur ces relations facilement obtenues. je
vais de suite aborder - le probléme correspondant re]atlf aux moments
moyens gy . '
' Dans la suite nous aurons fréquemment a faire usage des formules
récurrentes

b Srerrensen Matem. lagttagelseslare p- 43. On peut du reste aussi facllement obtsmr

I'expression du moment factoricl a l'aide de la fonction genératrice (34 d).
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A 3
(55)° Jn==pg [(/1 l)su;, 2+ /’“hﬁl? o (/z quelconque)

oo () (e

\

n ({__)I+ 1) ((]il> + </l;:—761—1>) s/.;q}‘u,;,?./ (-X'“i‘"l </1)

(56 b) o:}_;;{((j.i]) (j+l>)((4)l ! —/))

+((—)+1) ((f) — (”7’)) spé},uh-,- (» < »)

-

' h—x—1
(56 ‘“"zqz.p 2 ((2]‘x—1>+<221x~1 ))u" A

bz 1G5 (e 5 (G) (57 }, o

Ici x et y deswnent deux entiers que]conques non necratlfs 2 signi-
[ =n

-fle une ‘sommation étendue depu1s J=n jusqu’au dernier terme qui ne

s’évanouit pas’ Chqlsxssant x et y convenablement on peut faire en sorte
qu'une grande partie des termes disparaisse. La formule (55) est la formule
bien connue de Bonryaxx-Romaxovsky.! Les formules (56 a) et (56 b) sont
des crenerahsatxons de la formule de Pearsox.?2 Pour ce qui concerne la

- démonstration des formules (56 a) et (56 b) je renvoie 4 mon article déja

cité.3 (56¢) n’est qu’'une autre maniére d’écrire la formule (56 a).
Le calcul des premiers moments
,U =1
1, =0 S
*“SPQ_S(P—? )
=spqlg—p) = s(p—3p*+2p
u4=qu (1--6pg+3spg)=s(p—Tp°+12p*—6p") + (3 p>—6 "+ 3 ")
ete. o )
indique la forme probable #es moments d’ordre supérieur. A Paide de (55)
on vérifie d’'une facon rigoureuse par une conclusion de / a (14 1) que us
doit etre de la forme-

(57) ' = 2 X Fyp,psopk ) (1<h

1 Rowmaxovsky. Biometrika. Vol. XV (1923). Voir aussi BorTkiewicz. Jahresbericht der
deutschen Mathematikervercinigung. 27 (1918), p. 73.
2' Prarson: On the moments of the hypergeometric Scries. Biometrika. Vol. XVI (1924).
3 Biometrika. Vol. XVII (rg23), p. 163.
Vid.-Akad, Skrifter. 11 H.-F. KL 1926. No. 3. ) ) 3
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Ou Eyur d(bmmnt certaing cotfficients numériques.  1.é nombre de termes

en (57) (g+D+(g+2)+ -"+2g1—"‘>————9;—‘ (si h=2g),
) ! o ’ 30:0- 1 . ’
ou (g+2)+(g+3)+ -+ (2g+1)= i(*‘z—f—) (si h=2g+1),

croit assez vite avec P'ordre du moment considéré. On est donc amené a
rechercher ’il n'existe pas d'autres développements avec un nombre de
termes plus restreint. Désignant le moment d’ordre /i par wy(p) pour
mettre en évidence le fait que w; est un polynome en p, on vérifie a I'aide
de l’expression qui définit ux que I'én a la formule <«complémentaire»
(58) un(p) = ()" ui(g). Les moments d’ordre pair sont donc des fonctions
paires et les moments d’ordre‘impair des fonctions impaires de d=¢ —p="

'=1—2p. On en conclut que w2, peut étre ordonné suivant les puissances

1—o°
. 4
nous pouvons par conséquence écrire uz, comme un polynome en r et

aires et wp,1; suivant les puissances impaires de 8. Posant r=pg=
i) S q

g+ comme le produit par d==¢g—p d'un polynome-en ». D’une facen
plus précise iz, et uzgpi peuvent étre mises sous les formes

’ : g g—e -
(59 a) Mog = —21 ’E.o Veor pe r : . 0<g
- g_o . ) B
(59b) ' Mgy =( _‘P) Z 2 T/Vgok ,u@ r" N 09 .

ot u=sr=spq, Veox et Wg,x étant des coéfficients i numerxquea L’existence

des développements (59a) et (59b) peut étre vérifiée 3 'aide de (55) par
une conclusion de g a (g+1)
glg+1)

Le nombre de termes soit en (59 a) soit en (59 b) 1+ 24 +g— =5

est 4 peu prés un tiers du nombre de termes en (57).

Il serait intéressant de rechercher si on ne pouvait pas trouver d’autres
développements contenant un nombre de termes encore’ plus restreint.
L’analogie de la relation (58) avec la relation (23) pour n=1 suggére l'idée

“de tenter un dueloppement suivant les polynomes B(), éventuellement

suivant les polynomes généralisés B,

Entre les autres développements possibles il se rattache un certain
intérét au développement hamogéne
. T h— ’ -
(60) Hh =k4:7l Chg[)kthk o (<7
ou Cu sont des polynomes en s.

Dans la suite j’¢tudicrai plus spécialement les développements (57) et
(39). - En ce qui concerne le développement homogéne (60) je me borne a
sig mler Jes relations suivantes. Par une sommation par parties de l'expres-
sion qui définit gy en tenant compte des propriétés génerales des ¢quations
lincair¢s entre les poque 3’al indiquées dans article de. Biometrika, on trouve
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h
la formule rccurrente jup = 0( )(/){/’ +q(—p) [th—j, OU fip (JSSigm; la
.= , ,
valeur de #nj quand s est remplacé par (s —1).

Une application de la formule de BonLuaxy-RoMaxovsky rous donne
C},k"-":KC/,_],k‘“ (/Z—A) Ch—l,~k—1 +S(/l""" )C},wz)k._.,, C:_,IIS." On a aussi la
relation de symétrie Cy==(—)" Cp .

Cwe peut étre ordonné suivant les f'xctori(-l‘es de s C;,;——ZICWS
la limite superieure de sommation étant le plus petit dea nombres £ et{h—4).-
Pour les coéfficients Cuy on a Ja formule récurrente
Coxt = & Chy, k1 — (h—4) Ch—r, k=1, e+ (h—1) t Chz, 1, t+(2—1) Cr—2,k—1, 11

Chiy=(—)1,

§ 3. L’expression de sy, ordonnée suivant les puissances de s et 2.

On obtient la formule récurrente la plus simple pour les coéfficients £
en portant le développement (57) dans la forrr'fule( 5) et en effectuant
I'identification des deux membres. On trouve

“(61) . Erge=kEn—1,0,k (kf‘l)EhAl,“ —1+ {hi—1) [Eh-2 o—1, L—x“—Eh —2 01, k2] .
(1 <A
Cette formule jointe & la condition initiale E;,HZI permet de calcu]er
les coéfficients £ de proche en proche. Voici les premleres valeurs :

Tableau 2.

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
Ehgk

o=1 le=1}0=2 ] 9=1 | 0=2|0=1]0=2i9=1] p=2
h=1 0
h=2 1 -1
=3 1 3 2
k=4 1 -7 3 12 | —6 —6 3 e e
h=5 1 —15 10 50 —40 § —60 | 50 24 —20

Pour le calcul numérique des coéfficients £ nous avons la relation de

Ent (-g—) h

controle 2 - Epy=0 (h=1,2,+--0), c’est-a-dire la somme des coéf-
Lo=1 k=g ) [

ficients £ sur une ligne quelconque du tableau 2 est égale & zéro. Pour
démontrer cette relation de controle nous n’avons qu’a étendre la sommation

| Ee (_) R

2 2 aux deux membres de-(61) ce qui donne

o=1 =0 )
ZE[;Qk*-ZkEh~] 0 Y'(k

y O k
vk

I)Ehjl,g,k—l‘*' . )
(=1 D(Ep—2 o1, 11 —Ey2, 91, k~2)

ok

= YAEh_l o,k AEhfl o, A'T‘(/I‘“l) N (E), -2, 0--1, A———L:, -2, 0--1, }‘)*

ok ok o
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Je n’ai pas ]ll”L utile de pousser le calcul des nombres £ plus loin
puisque dans les applications on fera mieux d’emp®yer le développement ¢
suivant les puissances de 7 et n. Dans le paragraphe suivant on trouvera
un tableau des cocfficients de ce dernier développement, tableau qui s’¢tend
jusqu'au moment d'ordre 13.

- Pour obtenir I'expression indépendante des coifficients £, nous prenons
comme point de départ la définition meme des moments uy,

(62a) ) ' _‘I.ln:Z(l'—Sp)nP
. or=0
A Taide .de (31c¢) nous trouvons immédiatement - Y
625 g fo( ) Bt —sprs = 3 () it (.

. ‘—1) rr . . ’
D_eveloppant B? (—sp) et s~'1 suivant les puissances de s, nous aurons

nonio i 72 71““; i—1 k..,')’ ROk pict
=2 z 2( )(l)( ] )(k——l) n—t—;Bt——kS P 7,

i=0 j=0 k=0 -
Introduisant les nouveaux indices

Q':j-}—/e, h=i+j, dou j=h—i, k=o—h+i, la somme tfiple se trans-

i n n h
forme ainsi 22 2=5 3 |
- i=0 j=0 k=0 =0 h=p i==h—p

d ‘ = 2’1'59}’,1‘ h Zh‘ th n—i —1 B(ﬂ) B0
onc ‘ juﬂ_e:O h:QP i=h— o . (/2——1 (0—ll+l—-1 h—p -«

_ . (o—l)
"Puisque n\ (n—i 11 n—g\ \X 7

; h—i o-/z+z—1 71~—/z) 7 !
Ia derniére somme se transforme en

n n — 3 J Y _
(632)  pn— 29(”) 3 (—) (" Q)p" > (—)(2_ )B( 0B,

‘=0 0 h=o0 71—/1 i=h—o 1

4

(R Gk () _
d’ou (63b) E,,Qk:(—)kg(l) /‘) s> ) ( )B( N By,
k)\Q) j=k—otr. J \k—j

o - : iz —
Remarquons que Eg, doit disparaitre pour Ent (5)< 0 < en vertu

de (57). Nous pouvons donc changer dans (63a) la limite supérieure p=#
, :

en p=Ent (g—) Nous en tirerons encore comme corollaire Pidentité
: o-+m ) o+m
e T N A A ) (i
(64) ( )’I ﬂl( 0 )B(l 1) B(”{): > (_)l< o )B; ) BS—A—H)(”:O
' jert J—mf o T D J—m

{/ et m non négatifs, 7+m < o).

a laquelle doivent satisfaire les nombres B.
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Tscuurrow dans son important mémoire: «Ixpectation of Moments of

. Frequence Distributions» donpe Vexpression des cocfficients [ sous .
forme d’une opération diffcrenticlle d’ordre b, En effet i1 démontre la

. h—1 f
formule ! qy = > sPS X Y ph kS Ay g Breg ke,
! Nl 1

. f- Em(f’.%‘.) k,—.j_o

“ A operant sur les deux indices de « et le premier indice de B, a et f
étant les nombres définis au § 1. 11 n’est pas difficile de montrer que I'on
retrouvera la formule (63 a) si I'on effectue T'opération 4" dans la formule
de Tscuurrow, er‘1‘ introduisant les nombres B.

§ 4 L’expression de o, et uz.r( ordonnée suivant les puissances de
s et r=pq:

Si 'on porte les expressions (59 a) et (59 b) dans (53) et égalise les
cotfficients de 4 7* des deux membres on aura pour r=2g (1<{g).
(65a) Veor=(2g—1) V1,01, +0) Wy, 0 =22k +20—1) Wy1,0,4—
Pour /=2g4+1 (0<{g) onaura - . '

(65 b}) ngk:(]e“}‘g) Vg9k+2g w, —l,e—1,k

Ces. formules jointes aux conditions initiales Fyro=Wgi0=1 (0<g)
permettent de ~calculer les nombres ¥ et I de proche en proche. Dans
le tableau 3 (p. 38—39) on trouvera les premiéres valeurs.

Dans les en-tétes du tableau 3 j’ai indiqué non seulement la \aleur .

des indices gok mais aussi les moments et les puissances de s et » qui
correspondent aux valeurs respectives de ces indices. Cette disposition
permet d’utiliser le tableau pour trouver 'expression d’un moment donné up
sans étre obligé de tenir compte de la signification des nombres [/ et w.
Ainsi on peut par exemple immédiatement écrire I'expression de y,

L
g—2

Nous allons maintenir établir certaines relations entre les coéfficients V'

== 1 (1—60 7+ 36073+ 1 (56— 462 1)+ 10543, ou u=spg=sr.

et I qui sont intéressantes surtout comme relations de controle pour le
calcul numérique. Nous aurons une relation de controle «verticale» en
portan'ta (59a) et (59b) dans (56¢). Egalisant les coéfficients de u¢7* des
deux membres, il vient pour A=2g

-

Do— +
Viak =2 (2 = >+< * 'x >? LfWg—l;nk AWe—j,o, k—-1+2V—1,°—1»k?§
. j -1 ] z

=1l 2j—1 N

[/7x 2g—x—1 } . :

— . Vetiok 2 2g

(66 a) L<2/>+( 2 )J Vieronk (x+2Z29)

! Biometrika Vol. XII (1919}, p. 198. Formule (11).
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Bien q\ue (56 ¢} soit exacte pour x==0, I, -+, (66a) n'est L\acte que.
pour x==1, 2, - - - puisque pour ¥=0 et 2=2¢ la sommation X de (56¢)
j=1
comprend un terme ou figure wo pour lequel (59a) n'est pas exacte.
Pour 1=2g+1 nous trouvons

PP r X 7 o—X
(be) 2”/‘gyk.: ) !<7j—1> <2j""“1)?§ { —j+1,0 k+2[Vg_/,o—1,k
| 7

| SEST————

j=1y ! L

*

GG e i

Cette formuyle n'est pas sujet a la méme restriction 0 < x que (66a)
puisque pour x==0 et /r==2g+1 le coéfficient de u, dans (56c¢) s’évanouit.
Pour obtenir des relations de controle «horizontales» nous:n’avons

qu’a étendre soit la sommation X soit la sommation X soit encore la som-
o . k

mation 2 aux dGU\ membres des équations (65a) et (65b). Nous n’in-
ok .

sistons pas sur les relations facilement obtenues par les sommations 2 et
e

2, occupons nous seulement des relations de controle <horizontales» ob-
k :

tenues par la sommation 2. Posons

ok
‘g ge. £ E£¢ X
SZg = 2 2 gek R MZg - 2 2 (Q+k) Vggk
‘___’ k:o ° 'g:] k:o
g g-¢ : g £e
Sgg+| =3 X I/I/ggk . szg_Ll 2z (9+}") I/I/gOk
o=1 k=0 o=1k=0

de fagon que S, désigne la somme des coéfficients sur la ligne h-iéme.
du tableau 3; les lignes étant numérotées 2, 3 + -+« - en correspondance
avec les moments. M désigne le «moment> des coéfficients sur la ligne
i-ieme, c’est-a-dire la somme des produits que I'on obtient en multipliant
chaque coéfficient g ou Wp par (o 4).

Nous allons démontrer que l'on a

Sy =-1,0, +1, +1, —2, —1,

—1 Y/ 2h—1
My=h, ’1—3— 1, =, —(h+1), — L2

(67)

3
suivant que 2=0, 1, 2, 3, 4, 5 (mod. 6). :

La sommation £ étendue aux deux membres de (65a) et (65b) nous
ok ) ) )
donne immeédiatement

(68)

S (Zg—- 1) S?g-2—3 J"Izg_;—'ZSzg_] (l< ), Sgg+| =M.+ ZO'SZg 1 (0<g)

A Taide de ces relations nous vérifions par un calcul facile que les.»-
formules (67) sont exactes pour les quantités 3/ pourvu qu’clles soient
exactes pour les quantités-.S. 1l suffit donc de démontrer que (67)-est exacte
pour les quantités S, Puisque S;=0, S,=1 la formule est exacte pour =1, 2.
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Faisant x==1 dans (66a), x==0 dans (66 b) ct c¢tendant la sommation
e :

2 aux deux mcmbrm il vient
ok

(692) (1 <g) ~
' (202 . (20— 2°
Z.Sgg ZZSzg_2—3Szg 1+4.\.( )( Sz,’ 2 3.52g__2j_;1>-"”( > )Szg—-zj

27 —1 2j
2¢g 2g . —
(69b) 252g+1——4 2/—1 25242501+ Soy- 2j+2 | (2] Szy—2jr1. " (0 < 'g)
Par ces formules on verifie (6/) pour Sy -+ S,.
h=0, 1, v
Mettant .S sous Ja forme Sgrts 65 —o, 5) nous allons utiliser
les relations (69) pour une conclusion de /z a (h+1). Pour cela nous-
' . : 64

aurons a calculer certaines sommes de-la forme Rep= 2 2._*—20‘\) ot h

' j=o\ 65+ f

" désigne un entier positif, @ un entier quelconque (positif, negatif ou nul)

satisfaisant 3 64-+2a >0, f un entier quelconque <C6. Nous voyons
que R.z ne change pas si 8 est réduit mod. 6 pourvu que I'on ait toujours
p < 6. Dautre part nous voyons que Rap==Rq 24—p pourvu que Pon ait .
en meme temps - <6, 2a—f <6. Nous avons par exemple
Ro, —2==Ro,42, Ri,—3=Ri,—1, R3—3=Rs 11
Ry, - =Ro,+1, Ri,0=2Ry,2, Rz _s=R; . .
I suffit donc de considérer les cas a—p=0, 1, 2, 3 avec a=0,1, 2.
A Paide des formuies de Ramus! nous aurons

i

| 5 k_[ 6h-1-2a
6Rua= 3 () (Zco%—)‘ gy (.32,
k=0 o

et d'une facon analogue .
6 Ry, q -1 —20mH28 4 (—Jh 33hba__q hd 6 Re, op= 2025  (— )it 33hte__q
6 R, az=20m120 4 (~— 1233 Fay 5
Supposant ﬁlaintenant que Senrs satisfasse a (67) pour? =0, 1 ---/
nous aurons en appliquant les formules que nous venons de demontrer
256\’:—1—1)~2R2 —1— R0 —R2 1+ 2Rz, 2— Rz 3— Rz 4==2, done Sgpnin=1.
Utilisant ce résultat on peut vérifier que 'on a Sgppr)4+1=0.
De proche en proche on trouvera ensuite.

Setn+n+2=1, Sent+n+3=1, Setn+n+4=-—2, Septn+s=-—1. .
Les formules (67) sont donc exactes dans le cas général.
Le calcul des quantités S et M constitue un double controle sur le

calcul numérique des coéefficients 7 et I¥7. C'est un controle des plus

efficaces. En effet, le calcul de S et M par (67) est extrémement simple

‘et se fait indépendamment des calculs particuliers effectucs pour trouver les

) I Voir par exemple NerTO: Lehrbuch der Combinatorik p. 19
. 2 Pour 710 on suppose & >0.
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cocfficients 7 et 17 Au § 3 du chap. II nous donnons une autre
démonstration de la fommle (67), utilisant des valeurs complexes de la
probablllte

Pour obtenir des expressions indépendantes pour les coéfficients Vet
17 nous prenons comme point de depart les identités

2g 2g+1
(70a) ng,ox_ni"_ “F‘)gn tpt (70b) (g—p) VVV ork—p t¥ = ZEZg—HN,tp

k=0

que Yon tire sans peine des formules (57) et (59).
La méthode la plus directe pour obtenir des expressions indépen-
dantes de V et, IV serait de développer p suivant les puissances de r

l

; .
p= Ll —\/1—47 ;z— - Z(——) (2) (4r)f . Cette sérié est convergente dans .

J
le cas'|47| <1, seul cas qui nous intéresse. Portant cette série dans le second

membre des identités (70) et égalisant les coéfficients d’une meme puissance

de 7, nous aurions' immédiatement ¥ et I# exprimés en fonction des coéffi-
cients £, dont Pexpression indépendante est donnée par (63 b). Pourtant
I'expression obtenue serait assez compliquée. 1l faudrait par exemple faire

intérvenir les. coéfficients polynomials. Nous obtenons un résultat plus

sxmple en suivant la marche inverse. Nous allons développer #* suivant
les puissances de p. Portant ce développement dans le premier membre
de (70a) nous obtenons un systéme d’équations linéaires en les coéfficients V.
La solution de ce systéme peut étre mise sous une forme assez 51mp1e
Une fois les coéfficients 77 trouvés 1l ne serait pas difficile "d’obtenir une
expression pour les coefficients W,

Nous aurons d’abord

k=p j==0

(71) : 2’ Z(__)/ (k) £,0, khnpk' fe=s ZEZg,n, tﬁ

Considérons en premier lieu le cas g=25. Posant k-+j=t nous
pouvons transformer T'identité (71) ainsi

g t-2 20 t—o 2z E“( ) _A t—j ’
{22 > S+ 3 3 }—)1( ) )Vg, ot -ﬂmwtp
t=pj=0 t=g41 j=t—g t= 2n+x;_t—g J t=p
Il nous suffit de considérer les ééuations en V" obtenues pour
t=p,0+1, - g cest-a-dire les ¢quations

t—p

Z(—_)’( ) Vg’i” t—j—p = EZg,g,t (t=9!9+ 1. '.g)',
j=0 J . :

. Posant #—9p=7% nous pouvons écrire ces €quations sous la forme

h
"3 ),( ) Cpei = =V Eag o oin (h=0, 1, (g—0)).
=

j=0
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C’est un systeme d’équations lincaires en des quantltas
2
Vo Vgsr <=+ Vi 5, g—0. Posons pour abr cger ()W, ==U;,-
(—_)”Fzg,,,,,,+,,:Ch Le systeme prend.la forme
[y . .
(72a) 2. (/ j)b i==Cy (/z—O 1.+ {g—0). Ce systeme a certainement

- . . . . AV (g
une solution puisque le déterminant est égal a | = |[~ 1o =1.

0 0
Je dis ue la solution est donnce par la formule
q p ’
. o+h—ifo+h+i #y i -
2 Ly 2 7 - R A e
. (72b) %'0( )i =y z( ; )C;,_, (h==0,1,---(g"-0)). Pour vérifier

cette formule nous portons les valeurs de U tirées de (72 b) dans le prem1er )

membre de (72a) ce qui .donne Z Z( —9i oty — z(o-i—;)(o-i—;—{—z) Ci—i=

j=0i=0 = @+tj+i\h—) 1
Bkl okl fod- 14\ [0+ 1425
=202 (—) ———x | NI
I=0 l,':o( -)Q+l+2]</z—l—_/)'(o+l+j)

Dans cette expression le coéfficient de Cr est égal A I'unité comme on
le voit en -faisant /=/ dans la somme
R ol fo+l4y o+71+27
(=) ———— [~ 9
(72¢) 21=) Q+l+'2j(/z—l——j)(o+l+i

la somme (72 ¢} est nulle 1dent1quement en o, /i et/, pourvu que lon ait

). "I suffit donc de montrer que

0<p, 0=Z/<h.! Posons o+ !=m h—I=mn; m et n sont donc, par

définition des quantités essenticllement positives. La somme (72¢) se

transforme en (— )" 2( )i (j)(””‘Z’l 27—1
2 j=

) ) Cette expressxon se réduit
n—

o T n . C e :
at (—r—| . Puisque . et # sont des quantités positives, I'expres-
n\n+m v . S

sion considérée est égale a zéro. La formule (72b) est donc exacte. Nous
avons par conséquence dans le cas g< 29

' 1 etk 204 2k—5—1
" CRF b L

Dans le cas 29 <g la transformation da premier membre de (71) sera

: C t t
20 t—p I'4 Ent(?) 2g En!(?) ) . . . .
22+ 2 2 + 2 X . Dans la seconde de ces sommes doublesa

t=p j=0 t=20++1" j=0 t=g+1j=t—g

N ' P = o ¢ ' .
nous avons toujours 29+ 1 << ¢ c’est-a-dire Ent (5) <t—p. Par conséquence
si nous remplagons la limite supérieure Ent( ) par: (#—0), la sommation sera

! Le cas #=0 est compris dans le cas &=/
" "2 Voir par exemple Nerro L ¢. p.255. Formule (28 a).
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N ¢ . .
¢tendue au dela de j :I:nt(—i). Cependant les nouveaux termes introduits

(¢
pour Int (;

. R ' C N e AN
)<j sont tous nuls a cause du coéfficient bmomlal( ‘j) qui
: . J

. o - (!
s'¢évanouit. Nous pouvons .donc remplacer la limite supérieure Lnt(z

‘par (—p) sans changer la valeur de la somme considérée, ce qui donne

t—o 2¢ Em( ) . .

1 Mm'

t=¢ j=0  t=gi4 j=t—g :
que dans le cas g<Z2¢. Par conséquence la formule (73) est exacte dans

" tous les cas. .

L’expression indépendante des coéfficients 7¥” peut étre obtenue a P'aide
de Péquation (65b) C’est une équation’ aux différences, linéaire et de
premier ordre par rapport'a I#7, 7 étant une quantité connue par la formule
(73). L’¢quation {65b) est sans peine intégrée sous la forme explicite

-

(74) W= Slo-+h—i)(2g) Ve—tvomirk-
i=0 _

§ 5. Expressions asymptotiques.

Le tableau 3 fait connaitre ‘la valeur numérique des coéfficients ¥ -

et W pour les moments jusqu'a lordre 13. A l'aide des formules récur-
rentes et des formules de controle du § 4 on peut théoriquement poursuivre
le calcul jusqu'a un ordre quelconque. De meéme les formules indépendantes
du méme paragraphe permettent théoriquement de calculer le terme général
du moment d'un ordre quelconque. La quantité de travail que comporte
le calcul augmente pourtant sensiblement au fur et i mésure que Tordre du
moment considére devient plus elévé. On est donc amené a considérer des
expressions asymptotiques. Puisque s est par définition un <trés grand
nombre» les approximations successives les plus intéressantes sont celles
que P'on obtient en ne conservant que les puissances les plus élevées de s,

C’est-a-dire le termes contenant uf, uf€=!, - - - etc. (u=sr=spq).
Deux problemes se posent au sujet de ces approximations. Le premier
est de trouver une expression des coéfficients de w8~ (»=0, 1,2, ---). Le

second est d’évaluer Verreur commise en interrompant le développement
avec-le terme wv-iéme, La solution de ce dernier probléme sera d’une tres
grande importance pour les applications. Avant de lattaquer il sera évi-
demment nécessaire d’¢tudier les coéfficients du dév eloppement.

En’ principe on peut dire que les coéfficients sont déja connus par les
formules (63b), (73) et (74). Pourtant ces formules impliquent une opération
dont ordre augmente avec g. Notre probléme revient donc a rechercher s'il

n'est pas possible d'exprimes les cotfficients Vg, g i et IV gk (1=0,1,2++1)

X 4+ ¥ 5. Nous sommes ainsi ramenés au méme systéme linéaire

-
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en fonction plus simple de g. Dans le mémoire déja cité! Tscuvrrow a
donné T'expression des cocfticients des trois. pfemiers termes, c'est-a-dife
les coifficients de u8, u&~! et u&~ 2, La for me des cotfficients est le produit
d'une factorielle par un polynome en g. Dans le parapraphe présent je
vais considérer ce probléme sous un point de vue plus g¢néral.

- Les coéfficients de u#™ dans les dev¢loppements

£ gy M2g

= 7 L
v=0 g2

-1
= YWy v 87" sont des polynomes en r=pg
r=0 | .

[y - ¥ .
¥ K — k
Vg, g—v 'szng, g—v, k¥ We g~ _}EOI/V.&!%’_"”‘V .

~
Posons Veg—v=1.3.---(2g—1) 17 ’ Wy, g—r=1.3.-" (9g+ I)W

Nous allons démontrer que P'on peut former les pol) nomes ng et I/Vg,
de proche en proche par l’algonthme suivant:

0. Veo=1. '

L . — d —

(II). Dans le polynome en g: @gn=(g—») ng-i-r‘—z,— Vy ordonné suivant
les factorielles de g on lelSC le coéfficient de g { par (2712-%- 1). Le poly--
nome “qui en resulte est W

(I). . Dans le polynome en g
' d
wg,.z{g(l—élr —(r—(4 y—2) 7)) ng+r( 47‘)a—,’—’
les factorielles de g, on augmente tous les exposants factoriels de I'unité,c’est-
a-dire on remplacé g™ par g™+, On divise ensuite le coéfficient de
g™ par (m+1). Le polynome qui en résulte est Vi .

I, ordanné suivant

Ainsi on a par exémple P0=g, done I/Vgoz‘g; -
‘ 47’
vo={g(l—4)—2)5 =
= 1—4r 1—67
donc _ | I/"gl.: ——3—2—’—5’[33‘-1— >3 2
1—4r o0 T(1—6r) o 1—12r
Pe1= 3‘3 + 3‘2 & + 2.3 »
= 1 —4r 1—67 I—127
donc Wy = My — o8 2 et
| o= & T et e e
Pour démontrer l'algorithme ci-dessus nous partons des égalités -
(75 a) A i;gr_ ? -1, 1 = Ye—1,r—1,
(75 b) (2g+ 1) Wg,v42gﬁ;g41,r :1:([)6'1'; i;rr: WrrzO .

1 Biometrika Vol. XII p. 198. Formules (12) et (13).
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On obticnt ces formules en portant les développements de iz, respec-
tivement de 41 suivant tes polynomes 7 et J77 dans la foxmn]e de
Bouryaxy-Royaxovsky, et en égalisant les codhucnts d’'une méme  puis-
sance de g.

L'intégrale de l'équation aux diﬁ”érenées (752a) est
— £ 1 - ’
Vg var = .._:zu‘,, - Vgwq1 nest donc autre chose que la somme de ;. On
i=r--1 . .
en conclut’ que V7,41 est de la forme prévue dans I'énoncé. L'intégrale
1 g—r—1" o i)

5 >
...g-+: 1 -0

de l'équation (75b) est I, = "

S o 5
pose ¢y ordonnée suiv ant les factorielles de g, on peut appliquer la formule
sommatoire du § 3. Nous sommes dans le cas partlcuher de la formule (41b)
puisque gg—i,» (comme Wi ne contlentjamals de factorielle & exposant inférieur
ar+1, ce que lon vérifie par exemple par une. conclusion de » a (¥4 1).

Appliquant la formule (41b) nous voyons que le seul effet de I'opération
g—v—1 LI . .

) —;gl—  sur le terme (g~z")[m] du développement de g5 est que
g5/ ‘ '

i=0

2g+1
2m+1"

‘Pour le calcul effectif des termes dordre supeneur 11 sera avantaceux

le terme est multii:lié par’ L’alcrorith'm‘e'est donc établi.

de mettre ng et I/ng sous les formes
v 2v—1

‘(76 a) V=3 Z(—)"Avk, r"gi’"""‘*“l '(v= L2 (ga’l)).
k=0 i=0 ‘ - ;
: v 2v . ) 7
(76 b) ng z (=) B rkgf’*’*m (v=0, L (g—1).
k=0i=0 N f

A et B désignant des coéfﬁcients numériques ne dépendanf pas de g
et ». L’existence: des dé_veloppemﬂents tels que {76 a) et (76 b) est facilement
démontrée par une conclusion de » & (v+ 1) en tenant compte de Palgorithme

que nous venons d’établir. Portant les développements (76a) et (76b) soit

dans lalgorithme ci-dessus soit dans la formule de BowLmvany-Romanovsky,

en obtient pour les coéfficients 4 et B les formules récurrentes.

(77 a) (2v+21+3) i = (R+i1) 4, kl+Avkl 1
’ =0,1, - (g—1)

~k:0,1,.“ 4 Z()Q,_lzl

' =0,1,--+ 2y

(77b) (it ) D= (k474 1) Boog i+ Boypois + .
‘*%-(4z+4k+2)3—xk it 4B, L k—1,i—1
y==1,2,- (g”_—l) ‘

/z»—O,I, _
z':O,l,--’(21'~—l)

@g—i,v. S Pon sup- .
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Pour ¢viter les fractions dans le caleul numérique il est commiode de poser
A=+ 4+ 1)1 1300 (204 20+ 1) A
o Bui=litr 4 1) 13, (264 204 3) By
et de c’alculcr A et B par les formu]es :
Bui= k44 1) A+ i+ v+ 1524 20+ 1) Ay 14
A=k 41+ D) Botykyi 40+ 4k+2) By gy, i+
(i) (2i+ 20+ DBy, 4B, 1k=1,i=1)
pour;cvemr ensuite aux coéfficients 4 et 5 .
Dans le tableau 4 on trouvera la valeur des cotfficients Aet B qui
interviennent dans le développement du moment M2y €t uzery d’un ordre

quelconque, le développément étant poussé jusqu’a la troisieme approximation.
Comme dans le ‘tableau 3 jai indiqué dans les en-tétes non seulement.
la valeur des indices v£7 de A et B mais aussi les quantités uf~”, 7% et
g[”+’+‘T(/t—sr~spg) auxquelles les nombres A et B appartiennent comme
coéfficients. Cette disposition permet d’utiliser le tableau sans tenir compte
de la signification des indices. Ainsi par exemple le tableau donne immé-
diatement pour uz; le développement jusqu’a la’ deuxiéme approximation

. L 2 3) . . e
— M2 g—1 __2 g_____ 2
T e r(emese )

§ 6. Les moments incomplets de la distribution binomiale.

Les moments (moyens) incomplets de la “distribution binomiale sont
' définis ,

B §- s B
(78) =£t(v—sp VY P,= Z(v—s/)) (v)p"(]s_"
ou la limite inférieure de sommation est un quelconque des nombres
,2-+-s. Au besoin on peut employer la notation u, pour mettre en
évidence la valeur ¢ de la limite inférieure.

Le probleme d’obtenir une expression exacte pour ces moments est
¢videmment beaucoup plus complexe que le probléme dont nous nous sommes
_ occupés dans les paragraphes précédents. Aussi les résultats obtenus rela-
tivement & ces moments sont-ils loin d’étre complets. Si I'on se borne a
considérer des expressions algébriques on ne connait actuellement que Pex- .
pression d’un seul moment incomplet, c’est I'expression du moment d’ordre
un, que j’ai donnée dans un article précédent!

§
—

(79) = (af—sp)P,:zth=t9(}q)/ﬂqs—i.

»

! Skandinavisk Aktuarictidskrift 7 (1924), p. 161. Lemme.1.
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Si 'on envisage des expressions plus complexes, on connait aussi une
expression du moment incomplet d’ordre zéro, Clest une- u\prcasmn SOus
forme d'une intcgrale.

M. Pearsox a obtenu la fmmule

. . C s s\ 7 c -
(80) Ho= X P.=t ( ;) j. At —axytdx (0<74).
. 0

=t
C’est 1a un resultat des plus importants. Cette formulé permet d'ex-

primer g par la fonction B-incompléte -

Byls, = § xt=1 (121 ds.

Q=3

En effet on a d’apres la définition meme de B,

. /10:t(j>Bp (s—;H— 1,17).

Pour démontrer la formule de M. PEarsox on peut procéder de différentes
maniéres. M. Camp? obtient la formule par une intégration partielle de
By(s, 8. La méthode la plus simple parait étre d’'intégrer la formule (86)
ci-apres, formule que l'on obtient en utilisant Iexpression (79) du moment
incomplet d’ordre un. ) . ’

La valeur numérique de yuo étant calculée par exemple par une évalua-
tion numérique de Vlintégrale (80)3, la valeur numérique des moments in-°
complets d’ordre supérieur s’en déduit a l'aide de la formule récurrente

’ L e (1 hol (1
(81) p=tgq (t——sp)h“1 (j)pt ¢t spg 2 ( - ),u,——p 2 ( {+ )#i
) v \ i=0 z, i—o\z—1

formule que j’ai donnée dans l'article de Biometrika déja cité.
Ainsi on a par exemple o '

S
M =1g ( Z)P' ¢

1y =g (j\)])’ ¢t (t—{s+ 1) p)+spg o

,ﬂs=fq(j)P’q“’{(f¥(s+I)P) +pq (25s—1) } -+ spg (g—p) o
" etc.

1 La formule était déja connue par Larrace. On la trouve (avec une notation un peu
différente) dans ces XEuvres, Tome 7ieme, p. 153.

2 onmctrﬂn, Vol. \V (1924}, M. Cawp cnvisage le moment incomplet dc‘ﬁni comme

X Py c’est-a-dire avec la limite supéricure comme: variable. Puisque X P; =1 la

1—‘0 [E
diffécrence entre les deux definitions n'a qu'une signification formclle.

3 Cawp, Lc. Voir aussi Sorer: The Numerical Evaluation of the Incomplete /3-Function,
Tracts for Computers. No, VII (London 1921). Edited by Karv Prarsox.

N

Vid.-Akad. Skrifter. 11 H.-F, Kl 1926. No. 3.
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Si Ton arrive a exprimer g comme fonction simple de s et p,
formule {81) permettra ¢videmment de deduire les expressions indépendantes
des moments- d'ordre supcrieur. Ces expressions peuvent du reste aussi
étre déduites de la formule de BonLyaxx-Romaxovsky

) /
/lh:/’(] ((/1—1)5‘“11—2‘*'(—;/;,“11——1 ) . .

.

II'n C_Qt pas difficile de montrer que cette formule est exacte aussi dans

le cas des moments incomplets. ! .

Tout le probleme d’obtenir-des expressions pour les moments incom-
plets revient donc a obtenir une expression simple de wo. Clest 1a un
probleme d'un trés grand intérét non seulement relativement a la question
particuliere qui-nous occupe ici, en un certain sens il peut étre caractérisé
comme le probleme fondamental du- calcul des probabilités. En effet, con-
sidérons le probléme classique suivant: on fait uhe série de s épreuves
indépendantes et a probabilité constdnte p. Quelle est la probabilité pour
que l'événement, dont la probabilité est p, se produise un nombre de fois
compris entre # et 2 Si 'on connaissait I'expression de o, on saurait
donner la solution exacte de ce probleme. On ne serait plus dans la né-
cessité d’avoir recours a la valeur asymptotiq'ue de cette probabilité exprimée

a alde de 1a fonctlon D (x) —:——_fa 2qE. Ces considérations montrent en
_7{ 0
meme temps Pimportance et la difficulté de notre p;ob]eme.

* On se rend facilement compte qu'il n’est pas possible de trouver une
expression de o tout a fait analogue a lexpression (79) de 1. En effet,
d’apres la définition sy est un polynome en p de degré (s+1). Ce poly-
nome admet pour seuls zéros les points p=0 (de multiplicité ¢) et p=1
(de multiplicité (s—¢+1)). Cest ce qui explique que Pon peut donner a

lexpression simple (79). D’aprés la définition o est aussi un polynome

en p (de degré s), mais les zéros de ce polynome sont loin d’etre aussi

simples que.les zéros de up.

. : AN .

En effet considérons le polynome Man (x)zl_zo( j )xl (4 un entier

non négatif). Le polynome M est le polynome que Pon obtient en inter-

h+j
. J

Le polynome (1--x)"' n’ayant que des zéros réels, si » est un nombre

pair #==2g, le polynome M= Mz, a tous ses zéros complexes d’aprés
2,

rompant le développement = = ( ) %/ au ‘terme contenant x".
—X j=0

un thcorunc connu
‘Pour nous rendre compte de la nature des zéros dans le cas ou 7 est
un nombre impair 7==2g-+1 nous faisons remarquer que I'on a toujours

1 Biometrika, XVIL (1923), p. 170.

2 Porva ot Szian: Aufgaben und Lelirsitze aus der Analysis. Vol. 11, p. 45. No. z0.
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{ . /S AN .
4—(——111,,;1 () =M "sp(x)==(1+4) 2 ( l.'* ]) I e (Y My ey,
dx ; UEAVES I

d’otr pour n=2g-+1 Mogis n (x) = (i 1) Moy pi ().

Pmsqqe nous venons de démontrer que Ma, oy a tous scs zéros {au
nombre de 2g¢) complexes, M'sqn a cgalement tous ses zéros (au nombre
de 2g) complexes. Mais alors le polynome Mayiqn a au moins 2g ziros
complexes!. 11 ne peut en avoir davantage puisque tous ses’ coéfficients
sont réels, Clest-a-dire le (2g+ 1)-ieme zéro de Va,_, » est mccssmrcmcnt

1ce1 Nous. pouvons par conanucnce formuler la pI‘OEOu]tIOI’)

nofh . o .
Le polynome My = 2 (.Z;_j) x/ (4 un entier non négatif quelconque)
I':;O . N .

‘a n ou (n—1) zcros complexes suivant que n est paiy au impair.

Posons po=~Riu= Ry (p)= 2 (i)p” 7. Alors on a Rg=p! Ms_t t-1(g).
. y=1 . .

~ Nous voyons donc que si (s—#) est un nombre pair, Ry a ¢ zéros
réels (4 savoir le point p=0 de multiplicité #) et (s—¢) zéros complexes.
Si (s—#) est un nombre impair, Rg a (¢+1) zéros réels (dont le point
p==0 de multiplicité ¢) et (s—¢—1) zéros complexes.
~ Cela n’empéche évidemment que lon ne puisse exprimer Ry comme
un produit de. facteurs réels, mais quelques-uns de ces facteurs seront alors
quadratiques. Une telle expression sera du reste moins intéressante A cause
des irrationnelles qu'il faudrait faire intervenir. Il sera plus intéressant de

,rechercher ¢'il n’était pas possible d’exprimer R par exemple comme la

somme d’un petit nombre de termes dont chacun était le produit.de facteurs
linéaires ou quadratiques en p a coéfficients rationnels. Un tel résultat serait
d’un haut intéret, non seulement au point de vue ghéorique mais aussi au
point de vue des applications. Je me permets de donner quelques formules
et relations qui pourront peut-étre servir a attaquer ce probléme.

Posons ‘ Pa=Pu(p)= (j)pt ¢t doir (82) Ry = 2 P

Par -définition Rgest donc la somme de Py, la sommation ¢tant étendue
au second indice /. Je vais démontrer que Ry peut-étre e\prxme comme
la somme de Py, la sommation étant étendue au premier indice s.

De la définition de Py nous tirons immédiatement Py=gq Ps_y ¢+
J/)Pq_x t—1, donc Py—Ps_y, t_qu(Pg_l,t—Ps_1,;_1). Etendant la somma-

tion 2 aux deux membres, il vient

1=t
(83 Zl) } o Rst—Rs—l,t—l =-—gq Ps~1,t——1, c’est-a-dire-
(83 b) Ry —Rs_yi=p Ps_1,1-1.

I Porya ct SZEé@:I. c. p. 45. No. 33,
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Introduisant dans cette fmmule (/+1) au lieu de ¢ et c¢tendant la

s+1
sommation X aux deux membres, il vi
ti Y aux deux membres, il vient
sz-t4-1
(84) ’ : Pt*l t4-1 _‘/) ‘4 1!

Clest la formule cherchée.
Multipliant (83 a) par p et (83'b) par g, et addltlonnant nous -aurons
encore (85) Rg==q Rs_1,14p Rs—1,1-1.

Cette équation n'est qu'une autre forme de I'¢quation aux différences

© qui intervient dans le probleme des partis!. La solution de ce probléme

est comme on le sait Justement donnée par la somme Ru— 2. P .
i=t .

. Dérivant I'expression qui définit Ry par rapport a p il vient

13
Riy=— 2% (v—sp) Py . :

- ‘ Pq =t
En vertu de (79) cette expression se réduit a-
. S .lq
- (86) R'sf=t( )p‘“‘ gci="—.
. . Pq -

Intégrant cette formule entre les limites O et 2 nous aurons dans le
cas 0<¢ la formule de ’\I PEaRsON.

La fonction génératrice des quantités Ry peut étre mise sous les
S
formes ’

R 1 V ]ﬁx t—. g . . & . . . .
(87 a) 1—x(l~rqx) —~s:0Rstx. » lgx|<<t.
. —ylg+pys & - ‘
(87Db) 1=ylgtpyv =2 Ra {» quelconque)

1—y =20
Ryo=1

1— % :
7% > 3 Ry |x]<<1, |x(g+p)| <1

BT TS0 o 5

On démontre (87a) facilement par une conclusion de ¢ 4 (f4+1). En
effet la formule est exacte pour /==0 puisque Rp =1, et pour (/+1) on a

1 pa PN % (s
A YA == s L - (qx) .
2 0R 1 & s%oRtx S_O( )/’ T 1~x(l—(]1> (9)30(’)\%)

r—&\i—s

_L_rm)"ﬂ .

| Kl = qX

. Tont
PUISQUC 2( )E — ( ¢ ), (J£]<<1) cette expression se réduit a

I Voir par esemple: Bacuenier: Caleul des probabilites p. g0, Czrrir: Wahrschein-

Jichkcitsrechnung. 1, p. 127.
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2

La formule (87b) peut ctre vérifice en remarquant que Pon a o

et 51 i - HulS
’ ~p,artj 'i‘}{) (g+py) == Iﬁ—((;/%%, o et dautre part

s*~1 s=1 i s s S ’
/’}’ (/]—r/n') = /w L L ( )(/)_y) g te= L;r’/) 2 P 2Ry
0 i1 fe1 .
en vertu de (84).
Enfin quand a.la formule (87 c) on a

Ay (gt

o_o s s o
2 IR st x“yf == \ at Y [{St_)’t = X af
§:20 t=0. §:0 0 o §=:0 I—y
R U U S S 1—gx
d=yt—x 1—xlg+py (1—zx)(1—pxy—gx)"

La formule (87b) peut s’écrire (g+py)—1= 2 Ru(y'—y'"1). Si cette
. . t=1

équation est dérivée % fois par rapport a4 y, nous .aurons le systéme de
formules récurrentes

()3 () v

ot y désigne une quantité quelconque et % un entier positif ‘quelconque.

Pour y=1 il vient par exemple

k—1

Formule que 'on peut aussi obtenir en intégrant Pexpression du moment

( )p"— (t—l) Ry (B un entier positif quelconque).

factoriel complet, utilisant (86). D’une facon plus générale on a

ﬂ—'rl a+l s . t+a . ‘ B
+h_ N s =-—1,0, 1 . e
hg()( h )(k-f‘/z)p g k(/e-i-a)Rt (a 1,0 )

ce que l'on vérifie sans peine par une conclusion de a 4 (a+1).
Par une sommation par parties du second menibre de l’equatlon qui
définit g, nous trouvons encore
)
gt Pt = (t—sp) Rt + 2 Ra.
k=t
A Taide des expressions de la fonction génératrice on peut exprimer
de différentes fagon Ry comme le résultat d’une dérivation.
La formule (87b) donne par exemple
Ra=L(0Y) oy et
tt\ dyt =0 =y
25—1
—1

_ q T
dtU dt (z5—1 t\ dt-1 (x5 —1

Jt-1 2 —1 ) ot A g
=ipt [ ‘est-d-dire Ry = . -

Dérivant cette "¢quation par rapport a°¢g nous retrouvons la formule (86).

Posant  z=g-py, nous avons U—(*—q) +1,
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-1l est assez intéressant de noter que’ Ry qui par définition est la

somme incomplete de ()/)’ g°7" peut ¢tre exprimée comme la somme

9

1 —!
cozn/)/(/r de (#J’t (S )/)".
+

En effer, D désignant une dcrivation par 1app01t i p nous avons en
vertu de (S(ﬂ pour ¥ >0

DRet—D"‘t()/)' 1gst=

:1(;>":\_“'1(—)v~~1'—1(’ ; 1)(i~1) (s—r{) —f 1‘/)1 j— 1gs—t- ,_L]J_l

j=0
donc (—D—,&f—)p—zqz(——)"“ l(s) _1_<s _t) ,  (»>0)  Ccest-a-dire
. p! . t)r \r—t¢ R
! . 1 S—"t , _—
(882) ~ Rst—f()pf 2 )—Q( ) )p’ 0=0.

Corollaire. De la formule (883a) on: peut tirer la formule sommatoire
suivante pour le quotient de deux coéfficients bmomlaux

L) .

2 ) c {

‘ago b+v\  a+te a+b
() ER)

‘a, b, ¢ ¢étant des entiers quelconques .

ca=1,2,+-, ¢=0,1,-, d=¢,c+1,
et la sommation devant étre étendue jusqu’au dernier terme qui ne s'éva-
nouit pas. En effet de (88a) on tire d’abord pour p=1 - |

& IR
st ANy /) 1 1 T i

S5 _‘( _*_l)(a—i-b) b(a-i—b)'
o b—1 b :
C'est la formule considérée pour c==1. '
D’autre part supposant que la for mule soit exacte pour ¢, nous trouvons
par une sommation par parties

Sfa—1 L
T A Ve T T ey )( » )_c+1,_,0( T T
U I G N O B (o)
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d’ou pour (a+1) et (b--1)

o ((1)’ ' ) ((H—l) _ .
. » e+ v o e+ ) i

Xy x

vt b+ ¢ o b14v\  arle<1) [ a+b \ : N
¢+ 1 : c ) : bo—(c41)

La formule est donc géndrale.

La formule que 'on vient de démontrer permet encore dc:\vmmcr Rt
comme une autre somme compléte.
On a d’abord eg, vertu 'de (88a)

.
. Ry =t t 3 (— (s— )71 pi
| - ()p/o( )u+)1' .
- Puisque, en vertu de (53a)
) - Tos—t .
(s f) pi 3y (5 f) P
=0 v

Pt 2

my) et ury désignant respectivement les moments factoriels complets
de la distribution binomiale .ot le nombre de tirages dans la série est s et

| ()
: ' sot(s—t V)

on trouvs Rt :t( )p’ (Sv ) 2 It |
A (s~t) 7 ‘ ;
w  rem () Eir e, S ) -
d’ou Rst (l) P .150 v+ ¢ P q v =0 (t+v) RS B A ‘
- - ( 7 : ' g ?
. Cest-a-dire Pstznzm 7 _f)

(§—12). Cette formule peut du reste aussi étre obtenue directement par une :
simple transformation de 'expression de définition de Ry. ’

Le probléme de trouver une expression pour le moment incomplet
d’ordre zéro (que I'on peut toujours considérer comme un moment factoriel) |
est donc équivalent au probléme de trouver une expression pour le moment i
factoriel complet d'un ordre ﬁégat‘if.

Avant de terminer I'étude du moment inconﬁplet nous indiquons briéve-
ment quelque developpements qui’ dans certains cas, par'exemple si p (ou ¢)
est petit, peuvent servir _d’expressions- asy mptotiques, Il parait qu’il est trés
difficile de’ trouver un dév eloppement pour Ry .qui peut servir ’expression

de M. Jorpax! est par exemple sujet a la restriction que p doit étre petit.

Je me suis efforcé d’obtenir une expression asymptotique générale
sans toutefois étre arrivé a des résultats définitifs. Je me borne a signaler
les développements que voici:

I Comptes Rendus, Paris, Séance du rer février 1926.
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: s 1 .
Dans le cas ¢ > 5 on peut développer ﬂ—_—— dans (88a) suivant les
T2, : v

puissances de », ce qui conduit-a l'expression

AN o n o k

=0 " ko q

Si l'on développe —— en série de facultés, c’est-a-dire suivant les
’ .

i+

factorielles négatives » " bn trouve

i N £ A o
Ry =— b)/)’ S (s—t) “lpmt X (—)"( )p".
¢ i=1 »=i v
Si Ton transforme (88a) par une sommation par parties répétée utili-
sant la formule suivante (K entier, 0= K <#).

n K ) n—k f,,__ ! n—(K-+1) —7
D=2 (— ¥ Auy_p X (ﬂk z) vk ()T 3 Ry X (Z+K )dj
i=0 k=0 i=0 .

i=0 ] -0 ’ K
' s sct (s—4M
t ; Ry = tops—ty
on» rouve st (t )p = o(s—l)(" q"’

formule que I'on peut du reste au551 déduire 2 laide de (84). .
Enfin pmsque nous connaissons la Valeur du polynome M,,h( ) = 26(/2;—]) x/
j

et de ses dérivées pour x=0 et x=1 idée se présente de tenter une
application de 'la formule d'interpolation de NewToNn pour trouver la valeur
du polynome dans l'intérieur de Pintervalle. 4

Soit d’une fagon générale f(x)  un polynome en x. Si l'on prend-
successivement en considération les valeurs @y a, --+ de x et les valeurs
“correspondantes Slag) fla)) -+ de f(x) (ou bien la valeur des dérivées
successives de f(x ) dans le cas ou quelques-uns des a, viendraient a coin-
cider), alors on a pour f(x) le developpement bien connu

flx) =Flay) + go(x~ao) (x—ay) - + - (x—a) fop1 + R,

les f,. désignant les différences

Slagaye - ay =TT a’;;:;vf (na: )

f(\’+1) ©®)

et R étant égal al R=(x —a,) (x—a,) - (x—an) I & ayant une
valeur entre le plus grand et le plus petit des a, et x. Dans le cas qui‘nous

_(ﬁv)v

intéresse on prend av=1—— et on aura pour f(x) le développement
fx) —F(0 k l .
L=/ _ AU Sagan) (6 (1— )54 R

x g= °
° - f(Zk——-l) (&)
ou R=(—)(x (1" @11

o . . [y
1 Srerrexsen: Interpolationsleere, Kobe- 25, P- 31
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On voit que dans le cas fx)== M (x), R ane (% dans Pintervalle
0 < x<1 puisque toutes les dérivées de M, ~ont positives, jusqu’a la
derivée {n-1)}icme qui s’évanouit. Si Pon coivie les termes sucessifs du

développement de flx)== My, (x) on aura donc ulter

nativement une évalua-
tion par excés et par défaut. :

Pour déterminer la valeur des coéfficients £, on pourra utiliser la definition .
mcme de ces quantités, mais il est plus rapide de procéder comme il suit.

On peut éerire le développement en question flx)==2 (fg« b fagin) (xf x—~] )%,

Si I'on développe dans cctte formule d'une part (x —1)% suivant les puis-
sances de x, et d'autre part xf suivant les puissances de (x-—1), et sil'on
prend la dérivée k-itme des expressions ainsi obtenues, on trouve pour
x=0, respectivement x—1=0 ’

B TR S T e

ot ax=;"(0), fr=r"(1), Cest-a-dire danb le cas F(x)= M (x)

ar=(/ +/€)Tk}‘, Bre=(h+ k)* (Ziz::__ i ) . Ces formules donnent sucessivement
Jo=ay= SHi=Be—ag
.ﬁz:*_‘%‘}’(ﬂo_ao) fe=ay+p—2(fe—a,)

> :
Si= > +ay+ ey +£1)—3(Bo—a,)
d’ott Uon tire pour Ry le développement

PIR(P—1  (Tfs\ T s\ 7] (T.( s\
oy ERTB=t = ()= o) e} —rr\(e )

[

e s {23

'Si Ton ne tient compte d’aucun terme du second membre de (881b),
on aura pour Ry la limite inférieure pf. Utilisant la relation Ry (p)==
=1—R; s—t+1{g) on en tire encore une limite supérieure, de fagon que
(88¢c) P RN —go L,

En général cette évaluation est évidemment tres grossiére, mais elle

peut étre intéressante si ¢ est trés petit. .
On peut aussi obtenir d’autres limites simples. Utilisant 'expression

—

[

de M, nous avons

uy = 7"_5P)Ps1 >t s/))Rst et <5(]Rst-

v=t1

h

La derniére inégalité est triviale (pulsque —L<Pst>, mais la premiére
: sq ' -

ne Pest pas si />>sp, ce qui ne restreint pas la généralité. On en tire
une limite supérieure pour Rs. Cette limite est en réalité celle que fournit
la formule habituelle de sommation par parties (42b). Si nous employons
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la formule (42a) en faisant q;=i4t-—sp-—1, b= 1P, b1 nous aur ons pourA
t>sp une limife inf¢ricure non triviale d;ms le cas p > ¢. On trouve aprés
quelques réductions . : o
. 2tq . -
(88d) ; \ Ry < —— P (/> “/’)
/-~sﬁTS( /) _
La différence relative des limites prise par rapport a la limite inférieure -
s—i - ’

est égale & o= Si I'on appelle les termes apres le terme maximal . .

9(1—-%'
la «queue» de la distributionepn voit que 'évaluation considérée est d’autant
plus préciseq que le nombre de termes dans R est fa1ble par rapport au
nombre de ‘termes dans le reste de la queue.
En appliquant la formule (42c¢) on obtient des limites qui en général
. sont plus précises. Pour ai==(i+t—sp—1)" P iy4—1, bi=(i+t—sp—1)k nous
trouvons d’abord! . .
(88¢) Mgt > k.
" Iciona supposé ¢>>sp, h et k quelconques, positifs, négatifs ou nuls,
entiers ou non. On peut laisser tomber la condition t>sp si on introduit
* cette autre condition que (24-4) doit étre un entier pair, /. et & entiers.
Considérons pour l>s/)+ { 1a différence A=y 1y up—x— puy° comme fone-
tion'de % et 2. On a en vertu de (42¢)

| 25,—A~2((z—sp) U=+ (s —sp))*Qogli—sp)+ og i sp) Puy

2 a_/—? = X((—sp) (j—sp)P*((i—sp)P*—(j—sp)?*) (Io gli—sp)—log( j'—sp))P;,-Ps,:,
ij

24 ' A 24 '
A est donc toujours positif et 35 2 le méme signe que 4. L’mecrahte

(88 €) estwpar conséquence d’autant plus précise que / est plus petit (au
sens algébrique) et £ est plus petit en valeur absolue. !
Cela étant, faisant k=1 et k=1, ensuite A==1 et h=2, (> sp). |
Utilisant les formules? suivantes tirées de (81) ' }
(88 1) pe=(— (s 1)p) s+ spguy v '
py=[(t—(s + l)p)“r (@s—1)pql s +5pg(g—2) o '

nous. trouvons

(88g) 5——1; [V A2 +4qu~A]<Rst<—; Py [VB*+(2s—1)pg— Bl (t>3p)

ol : A=t—sp—p B=l-—sj)-—— ;— '

Z

! D’une fagon plus générale on déduit de (42e) qﬁe

v~z 7 xrx y

My TG <1* (a<ly<s)

X, 0 et 2 dant queleonques,. positifs, négatifs ou nuls, entiers ou non, ¢ >sp.

2 Biometrika XVII (1925), p..171. h




1926 No. 3 SUR LES SEMIFINVARIANTS ET MOMENTS EMPLOYES ETC. 39

La limite inféricure de (88 g} cst toujours plus précise que Ja lmite
inférieure de (88d) si 450. En ce qui concernce la limite supcricure, (88 g)
est la plus précise pourvu que < 2sp (done a fortiori sip_—q). On s’en’
rend compte en posant {~-sp==e, ct cn résolvant Véquation quadratique
en « obtenue on c¢galisant les limites supcricures des deux formules.

Pour la différence relative o(p) des limites (88.g) prise par rapport a
la limite inf¢ricure on a

5 VB +(2s—1) pg—B.
VA? -+ dspg—A ‘

o)1+

"C'est une fraction assez faible $i s est tres grand.! Avant de calculer
effectivement les limites, il sera avantageux de calculer o(p) pour voir si
les limites donnent un résultat assez précis pour application que Pon a
en vue. Si p_est trés petit, on est obligé d’effectuer le calcul avec un
grand -nombre de décimales pour avoir la valeur de p(p). Dans ce cas
on utilisera plus tot le développement '

»

st ls—H@s— D=1
(2t—1) st (2t—1)° '

'Q(}’?._ P

Si Pon veut admettre des expressions un peu plus compliquées, on peut
encore sensiblement préciser les limites. :

La propriété de Pinégalité (88¢) de devenir plus précise au fur et a
mesure que /z diniinue suggére I'idée de tenter une application de cette
inégalité pour % négatif. Pourtant on ne peut employer la méthode directe
de tout a T'heure puisque on .ne connait pas de relations entre g, et les
premiers moments-incompl_ets d’ordre négatif, analogues aux relations (881).
. II faut procéder d’une autre facon.

.Dans I'¢quation

s—1 » V
o=t 3 (o ) P

$q  w=t i=t\¥F1l—sp  v—sp

. . S (v—sp)Pe . - .
obtenue par une sommation par parties de 2 —v—s-p——, nous introduisons
R r=t -
pour la somme 27‘(1'——315) Py; Vexpression p,— @+ 1) g Ps, v tirée de (79), ce.
i=t . BN
qui donne aprés quelques réductions
1~—L+s w_1—qls ;}—I)% Lo t>sp+1)

Ho= g F el ) 2o p+1).

Puisque ! 5! (t>sp-+1), cette équation se réduit'a

LT g T S s P e q .

u *L— u_y—qlsp-+1) c;:'u ]
) Mo= i Zgp—1 1M1 St

1 q=2{—gp £tant supposé de méme ordre que s.
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D’autre part on trouve par une application répcétée de (88e)

- h .
C Mg [P u L
200 Jon encore oy iy | =2 cest-a-dire
H—(h—1) My . - My
8
1
0
> Mo > :
i= Uy Gy == 10)
luO ) . o . .
Pour le rapport & = = nous aurons donc l'inégalité cubique
. . My ' '
' x? t—s, 1
. a_ % P ;
& A= = - x < - .
"sq spglt—sp—1)" T spgt—sp—1)

Le discritninant de ’équation cubique correspondant est toujours négatif
dans le‘cds #>>sp—+1, Péquation a donc une seule racine réelle x,. D’autre

part la valeur du premier membre est toujours positive pour x-—» ®..

L’inégalité considerée est donc équivalente a3 x<x,. On en déduit

. . 1 3 3 }
; 1 o vDTo VDo
- (88h) | "?st<thst£35qftD+Q VD—-0
AV T? P t=sp (LY
‘D VPO, P= 3spqlt-—sp—1) (339)’
U +29)s—t - 1\
o= Pyt b
6spq - sq t—sp—1) (3 sq) |

. ’ . s S ge . .. .
Pour donner une idée de la précision croissante des limites supérieures

que noys avons successivement obtenues, nous les avons calculées pour

. 1 .
8212,.‘?:5, i=17. - A ‘
Abstraction- faite du dénominateur 531441 on a
Formule (88 ¢) . 484 790 -

» (88d) 39 424
,  .(88h) 35 953

Valeur exacte 35 313




[9.26 No. 3 SUR LES SEMIFINVARIANTS ET MOMENTS EMPLOYES ETC. 61

Chap. III. .Les Parameétres de la distribution
' hypergéomeétrique.
§ 1. Notations et fonctions génératrices.

Supposons que l'on fasse s épreuves sur Varrivée d’un certain événe-
ment, le schéma de réalisation étant le sch¢ma de la boule non-remplacée.
La probabilité pour que l'événement considéré ‘arrive » fois, est comme

..

on le sait

(893) nPsr:(s>g:—é,;:' oo ‘ & .

is.
. v 7ls]

a et b étant respectivément le nombre des cas favorables et défavorables,
et n.=a+b le nombre total des cas possibles au début de la série des s
épreuves; a et b peuvent par exemplé représenter les nombres de boules -
blanches et noires contenues’dans une urne au commencement d’une suite
de tirages sans remplacement.

La loi de distribution P, est appelée la dxstrlbutxon hypergéométrique,
parce que la fonction génératrice « (¢) de cette distribution peut étre exprimée
a laide de la fonction hypergéométrique. En effet on a d’aprés la défini-
tion de la fonction x (§ (formule (33)) .

(89 b) o ‘ e = 28' e"t; sv;
v=0 . .
B % (=) (s + 1) (—str—1) (—a) (—at 1) - - (—atr—])
7,20 I (b—s+1)(b—s+2)- - (b—s+7) )

Si Yon pose a=-—s, f=-—a, y=6—%+1, d'ou s=-—a, a=—f,
a—1, n=y—a—f—1; on a donc

b=y

sl
(90 a) e“U):;—IEF(a’ ﬂ) 7y e’) '

, ' . Elatr— 1B r—1)]
F(a, B, y; =) étant la fonction hypergéométrique 2 (atr—1"(B+r—1) 2.

»=0 »!y4r—1)"
a p b y+1
P ———— =22 11 de f
osons encore p=-—=— p— ¢=—= ———y e facon

a ce que p représente la probabilité de I'événement considéré au commence-
ment des tirages.

Les édifices que- nous avons employés dans le chap. II pour trouver
soit des relations récurrentes, soit des expressions indépendantes pour les
parameétres o et m ctaient pour unec grande partie basés sur des opcra-
tions telles que: sommation par parties, changements des indices muets ctc.,
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effectuces  directernent aux formules de dcfinition mémes, par exemple aux
formules. (53 a) et (62ab). Quand il s’agit de la distribution binomiale, ces
relations. sont asscz simples pour qu'il soit préférable dans bien des cas”
d'employer ces mcéthodes directes au lieu d'utiliser les fonctions génératrices.
Quand il s'agit de la- distribution hypergéométrique lutilité des mcthodes
directes est beaucoup plus restreinte. La principale. raison en est que la
ott les formules relatives a la distribution binemiale contiennent des puissances
de- p, les .formules analogues relatives a la distribution hypergcéométrique
contiennent des {factorielles en (1p). Une importante conséquence de cette

différence est par exemple que la méthode directe que nous avons employée

pour démontrer les formules telles que (54 a) et la formule de M. Romaxovsky!
fait défaut dans le cas de la distribution hypergéométrique. Dans ce cas
on est donc obligé d’avoir recours aux fonctions génératrices dans une plus
large mesure. ' _ .

A coté de la fonction génératrice u (f) nous considérons aussi les
fonctions v ()=¢*®, w ()=e*O~Pt | est-a-dire

4] ‘ Cpe)

(90b) o (Z)ZJ;]F(a,ﬂ, v;e) - (90¢) w(t):nTst(a, B, 7;e)ye P,

La fonction hypergéométrique F(a, f3, y; 2) satisfait comme on le sait?
a 'équation différentielle - (91) 2 (1=—2) F"+(y—(a+ B+ 1) 2) F'—a p F=0
F' et F" désignant respectivement iFet —(ﬁF.

‘ : o S dz dz? \

Si nous faisons dans (91) les substitutions (90 ab c) nous aurons pour
u, vetw respectivement les éqﬁations différentielles '

(922) (1—eY ' +(1—eY e+ {b—s+(s+a) e) '—sa =0 ’ ..

(92b) (1—et) 0"+ ((b—s)+ (s +a) ¢)) ¥—sa et v=0 ‘

(92¢) (1—2t) w"+[(b—(g—p) s)+(a+(g—p) s) e'] @'+ spg (n—s) (1 —ef)y w=0
' 0oy . du d?u X :

u' et o’ désignant respectivement AT et de méme pour v et w.

Les équations (92) sont une source de certaines relations importantes
entré les semi-invariants et les moments de la distribution hypergéométrique.

-§ 2. Semi-invariants, moments factoriels ‘et moments pris
autour de l'origine.

Les parametres de la distribution hypergéométrique dont Pexpression
est la plus simple, sont les moments factoriels.

I En ce qui concerne la formule de M. Romaxovsky, je me permets de rcnvoyex::'l mon
article de Biometrika déja cité.  Dans le § 3 de cet article j'ai montré combien la
methode dirccte est plus simple ‘que la méthode employée par M. Romaxovsky. En
plus la démonstration directe comprend aussi le cas important des moments incomplets
pour lesquels la méthode de M. RoxaNovsky n'est pas appliquable.

2 Voir par exemple WHITTAKER ¢t Warsoxn: Modern analysis 3éme ed., p. 283,
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Appliquant la fonction géndratrice v nous aurons mry ?——:(/)';fy(/)),: 0
bis . .
—— N ) . . B e . o .
15 (D7 Fila, B, 74 2): 1. Puisque la fonetion hypergcométrique satisfait & la

. P L. (-l — 1V B 1) H
relation D: F'lu, i, 7 2) == / )

Flothy, f4h, p+h; 2

t/,+/1 .1)'11_
il vient e == b G Poy Folath, f+h.y+h; 1),
Introdui Flat e B o I I
ntroduisant N+, 0yt T U""“Z's_:lf— ,
ah o ’
nous avons m:;,;:s-’“]—ﬁ. C’est la formule de M. STEFFENSEN L.
,ZL d

On pourrait du reste obtenir cette formule par une sommation directe
en utilisant la remarque déja faite (p. 17) que les factorielles satisfont a la
formule binomiale, B A ‘ o

Puisque ‘les moments pris autour de FPorigine. peuvent étre exprimés
a laide des quantités iy comme une forme linéaire et homogeéne a coéf-
ficients indépendants de 7, s et p (formule (31 a),- nous n’insistons pas sur
Iexpression indépendante de ces paramétres?. Nous allons seulement dé-
velopper une formule récurrente. Pour cela nous utilisons P'équation (92 b.).
Une méthode serait de développer of, v, ¢' et ©" suivant les puissances
de ¢ et de porter les séries ainsi obtenues dans 1'équation différentielle.
Puisque les développements de u, ¢ et ¢" contiennent les quaﬁtités "
comme coéfficients, on aura une relation recurrente pour ces paramétres en
égalant 4 zéro le coéfficient de # dans 'équation obtenue. Cette méthode
est en réalité équivalente a la méthode employée par M. PEarsox pour trouver
une relation récurrente pour les- moments moyens. Pourtant on peut éviter
ces calculs d’identification. Pour obtenir les formules cherchées on n’a qu’a
dériver I'équation considérée (h—1) fois par rapport a ¢ et de faire ensuite
t=0. Ce procédé est beaucoup plus simple que le développement en série
de puissances; {(#—1) dérivation nous donne

Rl : '
=z (/2 j 1>{v(h“7+” Di(1—e)+ 2" D Di((b—s)+(s+a)e)—sae v“‘*f'”} =0
j=0

d’ot pour £==0 en remarquant que v (0)=71y

kSl h—1 h—1 —1
(93b) (—h+1)nmp=sa + 2 j sa( ! . )—,(s—{—a)( l, )1‘—(/2, )‘ ;.
_ j=1| J . J—1) \s—2 j
La meéme méthode appliquée a l'équation (92a) donne une formule
récurrente pour les semi-invariants, mais ici la relation obtenue ne sera plus

1 Matematisk Iagttagelseslere p. 50. Voir aussi Tscrnvrrow, Metron. Vol IL (1923),
p- 679. -

2 I’expression des moments pris autour de origine, & laquelle conduit la mcthode sym-
bolique de M. Sorer (Frequency arrays, Cambridge, 1922, p. 28) est précisément Vexpres-
sion que 1'on ‘obtiendra en appliquant la formule géncrale (31 a) au cas de la distribution

hypergéométrique.
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lincaire, parce que l'¢quation différenticlle est elle-mdéme non lincaire. Nous

. <8
aurons d’abord 2

h=1 7. ' .
S (” ; “)[ W) DI (1) D (1 =) DT =1(2) +

j=0

F =D DE((b--s)+ (s +a) ¢f) § ==sa ¢!

, h=j=Vrp g\ )
puisque Dh-i= ‘(u'z)— ) (1 jl l)u“"‘”u("‘/"),
: =0
il vient pour /=0, en vertu de u#® (0)=14. " . .
ho) (h=1\  (E—1\]).
(93 a) (re—"h+1) 7 h—ca-{— Zl—(s+a)l". +{ A+ S
_ . j=1 J—i J—2 S

h—1{ h—j /Z .
+ 22 )7 21 . .
j=11=1 ]*1 I— . -
Comme une derniére application de cette méthode montrons comment
elle conduit rapidement a la formule de M. PEarsoN pour les moments mo-
)ens, (h—1) delnatlon de (92¢) donne
2 (/z . ){ wh ,_1) Di (l—e’)—}—w(h”]) D [( __(q
J

“j=0

s)+lat(g—p) s) e 1 +

d’ou pour /=0, en vertu de w® (0)=uy

)
—i—s])q (n—s) w'B=i=1 Di (1 —e’)}

(93¢) (n—/z + 1} uhhqu (7:*5)-1; hZZ{sj)q #—s ( —(p + s{g ))(ll: :)

B e o N ()

Au Chap. II nous avons utilisé les formules «complémentaires»
(942) i (l—p)=(—Vun(p)  In(1—p)=(—) 24 (p) v
pour effectuer certaines transformations des formules analogues aux for-
mules (93 ac).

Les formules «complémentaires» (94a) subsistent encore pour les p et 4
hypergéométriques. On a d’abord

s b gls =]
mp (1—p) = Zo(v-—sq) ( >7}—,:

H

s [s—»] p¥]
:(7)"2((3”—1’)—.9]))}‘( S )a bl
»=0

s—v) Al :(;)h.’llh(P)'
Cela étant, considérons 'expression de Zn en fonction. des p (formule 38).
Les indices 7,7y -+ +7p du terme général satisfont a I’équation
20,4+ 3ig+ +++ 4+ hiy=/, que lon peut aussi ccrire
1‘3+1'5+_l'7.7l"" ” -+ {:.:_1 iz E‘Zgi)lll)} =
(h—2) G2+ ipy) + 1ty (h pair) ]}
!

r
w2 fy e 200, R i) A ) A ) . . ..
| 2y i) A i i) + -{(/; Ity 1) (7 nnpan‘)L
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quelques-uns des indices 7 pouvant étre nuls. Dans tous les cas Je deuxicme
terme du sccond membre est un’ nombre pair. la somme  des indices
iy+7,+ -+ est donc toujours desla méme parité que 4. _Cependant cette
somme est la somme des (‘\'pd%”iﬂt% des jo d’ordre impair qui figurent dans

Il

le terme géndral sous le signe 2 de la formule (38). Si Pon change la
(i) - ' '

valeur de p en (1-—p), le seul effet sur ce terme général sera done Pin-
troduction d’un facteur (—)* ce qui démontre la proposition.

Les formules (94a) permettent d’effectucr "des transformations sur les
formules récurrentes complétes (93a) et (93 ¢).analogues aux transformations
que nous avons effectucﬁs pour les équations en les u et les 4 bmomlaux
On trouve par “exemple pour les u h)pcrcrcomemqucs

- [ /z L ([t h—1Y) .
(94b) 2 (71 iz—%—l)uhuﬂl 1 qu(n. s) B n+2 2+ 1 “uh_gl

-t+lg—p (anS)iZZI(Z/;.___II) Mh=2j41 -

§ 3. Moments moyens. Calcul numérique exact et expressions
indépendantes.

Dans ce paragraphe nous allons étudier plus 4 fond les moments
moyens de la distribution hypergéométrique.

»

L’application de la formule générale de définition (26¢) conduit dans'

le cas de la distribution hyperfreometrlque
. : b[s—ﬂ )
(95) pp= Z(v—sp)"( )'——rs-— » _

-

Nous commengons par indiquer une méthode pour le calcul numérique

exact qui nous semble plus rapide et plus stre que la méthode habituelle,

ul est basée sur la formule (93 ¢). Pour cela nous considérons 'expression!
q p

S‘“(l*

h h
(96) . | = 3 ()B,,_,( 2

7

“que lon tire immédiatement de (_31 c) en faisant rer.narquer que Pon a

. . i 1 —i
1y =14 37; =sp: Posons B =(—)F (:) B;_i) (~—sp),
Biti,i

! La formule qu'a obtenu Tsciizprow (Metron Vol. I (1923) p. 680, formule (12)) est en

dou B =(—p

réalité ¢quivalente a la formule (96) ci-dessus, bien que la formul: de Tscuurrow paraisse
beaucoup moins simple. Une remarque analogue s'applique & 'expression -trouvée par

M. Romaxovsky. Biomctrika XVII (rg23), p. 59. Ces deux exemples nous semblent

montrer I'avantage trés réelle que comporte lintroduction des polynomes B et les for-
mules .géndrales (31) et (32).
Vid.-Akad. Skrifter. 11 H.-F. KI. 1926. No. 3. b3
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Portapg .cette expression dans Péquation (22) & laquelle satisfont les
polynomes B, nous aurons pour By'la formule récurrente
(97a) - By == (sp—1) By—y,i + Bu-1,i-1"

avec les conditions initiales Buo==(sp)*, Bm==1.

+

Une application de la formule (20b) conduit a la formule de controle!
h
(97b) - (=) I By = (sp—h)"

i=0 :

La valeur numdérique des quantités By peut donc étre calculée par un
schéma tres simple. Nuférotant par exemple les lignes 2=0,1 -+ et
les coloBnes 7=0,1,--- on inscrit dans la colonne 7=0 les quantités

1, sp, (sj})'2 -+-, dans la diagonale les quantftés- 1,1, -+ et dans une colonne
a part les, quantltes 1,(sp—1),(sp—2)%, - - -. Le calcul et le controle s’effec-

tuent alors rapidement & l'aide des formules (97 ab).
i1

La valeur numérique des quantités By et m= étant calculée,

la valeur des s se calcule par la formule
. n .
: (97 C) n :(——)h ZO(-—')i B]u' 0y .
. t -
Le nombre de multiplications nécessitées pour caleuler les quantités
uh par cette méthode est a peu prés le méme que par la méthode basée
sur la formule (93¢c). Mais il y ala différence que par la méthode de la
formule {97¢) on n’a pas a effectuer de sommations partielles pour trouver
des multiplicateurs tels que les coéfficients de la formule {93¢). En .plus
le calcul par la méthode indiquée ici peut ¢tre fait systématiquement par
étapes; avec la p0551b111te de controler en partie les résultats obtenus.
Nous faisons aussi remarquer que notre méthode s "applique sans modi-
fication aux moments pris autour d’un point quelconque. Elle est méme plus
générale puisqu’elle sapplique a toute distribution dont on peut facilement
calculer les moments factoriels.

.

L’expression de u, comme fonction des quantités », s et p peut étre
envisagée sous beaucoup de formes différentes. La forme qui nous semble

la plus intéressante est la suivante -

h-l o F ) .
(98a) =2 (72—{7, Fin étant un polynome ensetp indépendant de #.
7.=20 - N
Mettant (s— 1)) en facteur nous poserons (s—1)* f,h—ﬁh de fagon que:
h—- —1 17)
(98b) = 2 ol fin,
: ! =0 (IZ—— 1)

fin ¢tant un polynome en s ct p indépendant de 7. De plus, fin est un
polynome de la- meme forme que le moment binonial . En particulier:
on a fin(1—p)=(—)fu(p) ainsi que Fin(1—p)=(-)"Fir(p).

- &

! I)UIM facon plus gencrale on a2 (- ) ! Bpi - (S/>~~.Nh, x quelconque. Pour x- 0 1.
=m0 .

on c¢n tire unc 1oxmule récwrrente en ¢ sculement,




1926. No. 3. SUR LES SEMIZINVARIANTS ET MOMENTS EMPLOYES ETC, . 67

Ces formules découlent immédintement de (94 a) qui est vérifié pour
ct s quclconques. On peut done poser:

h ’ .

1—(—)
. . /C/'.h . 2 KoRY
(98¢c)  fu= T lg—pi /T‘,l ;}.0;_[/;,1,/;//5' v5, ou r=pg, nu=spy,

les U ¢tant des coifficienss numériques indépendents de #, s et p, et g
o . /3 N . .
désignant Ent 5 ) de faecon 4 ce que

1 =2 :
. . 2 Aol (s—1)" g g2 -
(984d) Ha==(q—p) S ot XX U prt
peo— 1" yoy k=0

Il ne sera pas difficile de démontrer directcment la possibilité de mettre
Mty sous les formes (98abd). On pourra par exemple procéder par une
conclusion de /& a (-1}, utilisant la formule (94b), mais nous n’y
insistons pas. )

.-, - . »
Pour trouver 'expression des polynomes fin et Fin on pourra attaquer
’ a ps—7] ‘
——— suivant les

directement 'expression (93) et y développer le facteur

factorielles ———= (2==0,1,---). Mais on pourra aussi bien considérer

(r—1)~

Texpression (96) et y développer le facteur sy = _sui\-;ant les féc-

- 1 ' L .
torielles —. Les deux méthodes conduiront nécessairement au méme

An—1)H
résultat, mais les calculs 2 effectuer seront trés différents. Les calculs de
- la premiére méthode mettent en évidence certaines: propriétés des poly-

nomes f qui sont intéressznts si on. les considére comme des coéfficients
des térmes successifs d'epproximation pour u;. Nous utiliserons cette
méthode au paragraphe suivant. Dans le présent paragraphe nous employons
la derni¢ére méthode.

(1pit (np—1)*-1

P VT |

Pour développer (0 <7) suivant les factorielles

R
(rn—1)#

torielles de (i—n—1). A l'aide des formules (21a) et (21b) nous trouvons

(7.;“—0, 1,--) nous a\'on'sr a développer (p—1)i-1 suivant les fac-

. . i—1 /5
(p—1)-C =B (np)= X (’_ j 1) BY, - (upy

- f=0
tid — Y ¢ B -
= ()i (t . 1) B pt B;,t.).?j_; (1—i+(—n—1))
j=0 . . Vi )

i—1 Q-1 e 1N [ f— . . .
=3 3 (—) (’ j_‘)(’ / ‘)B}”BS;'L;._1<1v1'y>ff*‘(fu--u—x)f-f

.
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(1p)? —

T

i—1 i AN S g N s '
X (—n) " =+ 1-—71) ~ (#)’(1 ; 1) kz f/ 1>B;l) BE_,-');;,_I (1—7) pi=i

A==0 { ]'—0

d'otr-

L . ' (_)J.-i«‘,—l‘
. R _—1) = ——
puisque (—n) (—ati 1) (71— 1)_.—/.—1; .

nous avons pour 0 <7

(”f))nl 1—1 (_)‘:/"‘ 1——_}(_)}( j' 1) (‘ j )AB(”B:/__II—T”‘I )p__}

7240) 40(11——1)’, 0 r—7

Posons pour 0<¢

(99 a) f}_i :l_zt(_._)l (1__ 1) (_] ) B(I)B(/ —I—H)(l —“l)ﬁ —f e
. ]

i—j

et pour i=0: fip=0(0 <2), _]‘00:1, A
(mp)? ,“‘: (—)Z’_‘. S T

Nous avons pour.0 7, —
P < 1l ieoln—1)#H

donc 000) = L 3 (M) B (sp) s pifa
one Hh_q;.‘:o(n-—l):;'}i_:o(z') hei = Sp) ST P Jii

| o h
(099 ﬁ.h:-(—)i-'Z( ) By ”( ~sp) T fi

i=0

Comparent (99¢) a 1’e\pressmn (62b) pour le moment binomial on
prévoit que les quantités f;; vont jouer un role dans notre analyse. ‘

De (99a) on tire immédiatement fo;==1 ce qui montre que le premier
terme dans I'expression du uy hypergéométrique, c’est-a- -dire le terme indé-
pendant de 7 est égal au moment binomial torrespondant, résultat que 'on’
peut du reste obtenir aussi en faisant tendre 7z vers o dans (95) en con-

a . -
servant s et p == — constantes. D’autre part on.a foi ==0 pour i< 4 (0 <2),
. 7 . .

en particulier f;:=0(0<2). _
Les quantités fy;, fai,* - sont toutes des polynomes en 7. En effet,

on peut toujours développer B,ﬁ, D) dans (99a) suivant les puissances
de i. L'expression de fi ainsi obtenue sera une somme dont chaque
terme  sera le produit par deux nombres B d'un coéfficient indépendant
de 7. Du reste 7 ne figurera que dans les indices supéricurs des nombres B.
Si l'on introduit I'expression des nombres B comme des polynomes en leur -
indice supéricur, on obtiendra donc une expression pour f sous forme d’'un
polynome en 7. D’une facon, plus précise on voit que le degré de ce poly-
nome sera 274, - ’
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Le calcul des polynomes fi pourra ctre cffectud par la mcthode gue
Yous venons dindiquer.. Pourtant on peut ¢viter ces calculs asscz longs
en se servant de ta formule récurrente gfie voici )

i 1 .
(100) St i i o1 T (—-——/) — /)f/ i1 '~—(z—-/----1)f, (0<"14)
avec les conditions initiales foi =1 (0 = i), fu==0 pour z// {0 <TA).

Pour démontrer cette formule posons comme nous Pavons déja fait a
I'occasion de la formule (14a) '

Y
(1) (ﬁ)
k = ‘Ck,n—l .

1—1
b
: 1\ i) . .
L’expression de fi; sera fi; = 2( /] y )B;,_j ‘ 1"(I—z) Ciic1p77, la som-
J=0 .
fnation étant étendue ju;'qu’au' dernier terme qul ne s’évanouit pas.
Dans 'expression de f2—1) fi décomposons le facteur (Ai—7) BY~ ’*”(1 _,) :
2 a Taide de la formule (22), ce qu1 donne
(j—) BEZ) (1= —(—1) i—j) B2 (1—1) .

La sommation 2 etendue au dernier de ces deux termes donne
=0

J= .
(A—1) (A—1) fi—1,; tandis que le premier terme donne lieu 2

. — 1\ Li-p
—1) 2 " j i—j1 (11— 41, i— —j—1
(/' 3):_‘ (/.*“j“‘l) A= 1 ( l) G- 1, ‘p
Ecrivant (A+1) au lieu de 2 nous avons done

p(_f/~l i '.f; - Z (l__j )B(/_]'l ' ”(1—” C]*l ,Alﬁ j, dSOfl )

==\ A=

sous le swne

(1012) D+ (fos s —i ;,,-):(z'—;.).zl(/.’:j:i)Bi"-‘*”(xﬂ)cﬂ, P
, =1 \A

D désignant une dérivation par rapport a p.
D’autre part nous trouvons sans peine

(101b) DA fu= (1) (’:j_l)B”*“”n—i)c,-,,-_lp’-—f—l.

Cela étant, considérons I’expression

Dp+H fiu= 2( —j 1) B (1—i) G G+ 1) 4

v

Le facteur (A—j7+1) “ﬂ—‘_l)(l—i) est égal a

—it . - ) _ . :
B 2)( 2—i) — /.,‘:r}—lz)(l—z) en vertu de la formule (17). La sommation :

Dp ! firri a
& ¢tendue au dernier de ces deux termes donne ————-/—1— en vertu ;
7=0 A X

de (101b), tandis que le premier terme danne lieu'a

> ((l?])'"j—'l) Bl/—l (i-1)) (1—(—1) Cj—[l,i—»lﬁ;';j“l.
J=—1 A"—j_l .
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Décomposons encore le »fnctcm‘ Ciyr,i1 en Cpga, izt 0—1) Gy -1y (for-

mule 10a). La sommation X dtendue au dernier de. ces deux termes
. CIEm ’
—1 . , ' . :
donne —— —I-Y)ﬁ"ﬁ..i~1 d'apres la formule (101b), tandis que la sommation
_ 1=/

¢tendue au premier terme donne P Dp* 2 foga,im1—4f3,1-1) d'apres
—h— :
la formule (101a). Rassemblant les termes, nous avons

Dp*t {(z'—/'.-—— V) foi—(fom, imi—4f5, i=1) — %lf/ i-1 ‘i'f/'-+1,i} =0.

L’expression sous le signe D est donc égale a une constante yz; indé-
pendante de p. Pour la déterminer faisons p==0. L’expression de fi; montre
que l'on a Lim (p* fid=Cy,i-1, donc —City, 2 —(i—1) Ci,i—2+ Cigy, i-1=pu.

p—>0 .. .

Le premier membre de cette équation est égal a zéro d’aprés la formule
(10a), nous avons par conséquence yz;==0 ce qui donne la formule (100).
A Tlaide de cette formule nous trouvons successivement fo;==1,

f1i:;i]<;.>, f2i:3(‘;‘)_<;>+ZQ(;?p)(;) et d’une facon générale

, % 4y
(102) : _ prfi= 2 (’) Pij (0<%
i J=it1 \J :
les ¢z étant des polynomes en p indépendants de ¢, qui satifont a I'équation
(103) gy = (=) ppi-1,;+{g—2) G— D prr,jm1+g G—1) pi-1,j2 (1<]2)

P =00F2) ¢.=¢ :
que Ton. déduit facilement en portant I'expression (102) dans P'équation (100)
et identifiant les deux membres.. ’
koh
Posant encore (104) F;.h:Z'(l.

i=0\?

) B;l.__? (—sp) st pi (;) (% quelconque)
Nous pouvons écrire P'expression de Fi V

2
(IQS) F/‘.h:i(—v'ﬁ)_;’ 21 @i . (0<<h)

J=at

Le calcul de Fiy revient donc a calculer les quantités Fi,. La deéfi-

nition (104) donne immédiatement Fon = Fop= moment binomial tr. On

pourrait aussi calculer les quantités Fin, F2n, - - - par la formule "de défi-

nition (104) mais le calcul serait assez long. Il sera plus évantageux de

chercher des formules récurrentes. Dérivant la formule (104) par rapport
a p nous aurons

Fla= i (f) B () st pi (:) s (i) (f’) Byl (—sp) s C) .

i=0

Introduisant dans le premier terme

z'<l.>:17.+l)<. ! )+;.'(’.)
/. & i1 L\ 4
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/ - i
ct dans le sccond (/- 771}(;) =) (/I . ,), i

1

il vient ~ (106a) p/- "= D F PERR h—f/] SR
Cette formule cst d¢ja tres utile, mais on peut en trouver unc autre
ne renfermant pas de signe de dérivation. Posons dine facon plus géndrale

(106D) AD,--«(/') hi sﬁ'g"’/"u

i0o\?
- de facon a cc que ofin==Fins
Nous utilisons -Ja relation .

-
Cj=0 \4, Chy {

pour une sommation par parties de (106h)

W ‘. ,
e h B+ e h
WFip=— 21, j . Bi- (lz-1)>( spy sikrL piTl (] ") (-#sp)s‘ "p"
i=o\A+ 1/ i +1 ‘ ~ o
&
" Le premier terme du second membre est égal & —xfiq,n Dans le
second terme nous changeons Vindice muet 7 en (i—1) et décomposons le
-facteur Bh fallet (751‘)) en ]es trois termes

I g p)+ it lf[p (4 1)] — [z—(/.—H)]\ Bt (—sp).

- La sommation X étant eﬁ'ectuée, ces trois termes donnent respective-

— (41 a2
Mk—l»lf‘ia‘—lh et — +

rp p
donc p (eFan+ iF i, =1 Fita, nta +(sp —2— 1) g Firy, w— (A +2) ks Fotz n e

ment — xr1Fan pt, SRV REN

Exprimant les kF dans cette équation par. des prif a laide de la” :
relation ’ k- 1F;h—($+k’“/)kF/h’7 At D)ot n
que Uon tire sans peine de la définition (106D), il vient

WFitn, i =(s—2+ k) p el an+ [0+ 1) (g—p)+kpl kFiv, n+0G+2) geFizan :
. d’ou pour #=0 A
(107) Fun=qi-+1) Fiz,na+ilg—p) Fin-1+(—G—D)pFi1n (0=24).

Corollaire. La formule (107) Apeut étre utilisée pour le calcul numé-
rique des moments binomianx. En effet on a Frp==s M p" et Fop=moment
binomial 1. On peut par exemple établir un schéma de calcul ou l'on
numérote les lignes h=0, 1, .- ‘et les colonnes 4=0, 1,--+. On pose les
moments factoriels s™ pf dans la diagonale descendante et I'on calcule les
quantités F, ligne par ligne de droite a gauche. La derniere quantité -

" calculée sur chaque ligne est le moment binomial .
~Pour le controle on fera usage de la formule ‘ (—V Fin=(—sp).
im0
On obtient cette formule en prenant la somme alternée de P'équation (104},
/. étant Pindice muet.
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Nous allons ant nous servir des formules (103) et (107) pour le

calcul effectifs dos wients U dans la formule (98¢). Pour cela §l sera
avantageux de mi ;oet I7 sous les formes
. 27—

- 1= (=) Ent= ) .
(108 a) (/"z,"—~iq—/)). 2 it 2 ik 7 (0<2)
k=0 . ‘

\)h'(s__]f—xp~l;.vg—. r ==

(108b) ~ Fan=(g—p) .2 S P X TN e 21 (0Z

) g7 e=1k=0 :
h—i4+2
g=En >

Les a et les § étant des coéfficients humériques indépendants de 7,
s et p. La possibilité de mettre ¢ et F sous les formes ci-dessus peut
facilement étre démontrée par une conclusion de 2 a (i+1) utilisant les
relations (103) et (107). Portant les expressions (108a) et (108 b) dans
les équations (103) et (107) respectivement, et identifiant les deux membres,
on obtient aprés quelques réductions les formules” sunantes pour les a
et les §

- (109 a)_ /_a,k=_(i—2——1);,_, QAi—z2,x-1+(2 /'.—l');.;x a1,k +1(2 2—ih— ax+

+2 ((“)i“l) (2 2—1)i—y @i 1,k—1 . (1<
(109 b) 1B nor= 11 hor + (A + 2)11 /3;1—2,9—1 p— i+ 1)(/»+2 it1 Brz,0k—1
‘ HA+ ) o2 (L (=) E+ 1) ifrroe (02D,
Avec les conditions initiales :
10=1 sap=0-pour i< 1 ous/<1oukt<0
iP210=1 ifno =0 pour A <—1 ou i< 2 oup<_10ouk<0.
Voyons maintenant comment on peut exprimer les coéfficients huméri-
ques U de la formul»e {98¢) en fonction des a et des 5. Portons d’abord
les expressions (108 a) et (108b) dans la formule (105), ce qui conduit a

(=) —1
. . (—Vlg—p) > Fu :
Pexpression suivante (109 c¢) ) ((]( P)l)yl.] 2= -
s— 1)
]J_(_.);.+j_|r_(4 )hAL/*l‘_:‘__(w)h
5 ' 2 5
= 2 _P) (5—“1_/.) /Cl/ -‘j/ . ,J_jﬁh_[_l V“H), gk lu'k 7'] k+’
= , _
! /ok =0
Nous n’avons pas indiqué les limites supérieures des somrhations 2

ok
ces sommations devant étre ¢tendues jusqu’au dernier terme qui ne

s’évanouit pas. )
Puisque L (=Y 4 (= (—)r= (1 4 (—)") (1 +(—)"") nous avons

1 AT Rk

Ag=p) ? == () U+ (=r ) 7

D’autre part développons (s——l—/‘)hfj suivant les puissances de s

(51— =3 (;) B (—i)

i=0

4)
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AR ENT . :
Posons B == (j,>Bj“‘,- (7). La valeur numcrique des Bjiz se caleule facile-
7 . [N
ment -4 Paide de Veéquation By ==Bjoyioai-— (7)) Bz, By==1
B_/O/',::(‘“V(; +/)7 que Yon tire de {22). B
Cda ¢tant, dcswnons les indices muets.o et £ par o' et £ Les somma-
. A
tions du second membre de (109 ¢) scront ¥ ¥ 3 X, Introdmsons deux
S Oi 0n00 ok

‘nouveaux indices muets o et & et ¢liminons les indices 7 et x par les

équations o' +i=g9, k.-+xz+j-—i=k. Les nouvelles sommations du second

| .
membre seront 3 u?r* X . Identifiant cette expression a 'expression de
ok J=0 ok
L3
()t -1 (=3t -1
(—)rlg—p) 2 Fin  =(=Vlg—p) % fin,
- (s—nk :

tiréce de {98 c), nous avons en définitive

(1 loa) ( ) Uhok =2 2;‘ B_] o—o', / * 2O —f, 0k —j— (0" fk){/»-j/g‘w—l (/-L]),gr, k'
. J=0 gk
—(+(=)Y (,1 +(=)) "'~+J'ﬂh+l—<i-+f>,9',k'—1} .
Il suffit d’étendre la sommation & jusqu’au -plus petit des nombres
; , )

J—1 et h-—1—1 parce que pour h—i—1<j on a h+1—0 +])<” ce
qui montre que § s’évanouit. -

Pour le calcul numérique on doit disposer les quantités ,ﬁhovk' dans un
schéma analogue au tableau des quantxtes U ci-dessus.  Dans la formule

(110a) on prend alors la sommation &' comme sommatxon pr1nc1pale chaque

‘terme de cette somme étant formé pjar les quamltes sur la ligne correspon-
dante du schéma des  multiplices par les facteurs a et B. Remarquons enfin
que Pon pourra aussi obtenir une formule qui sera récurrente directement
en les U. Pour cela on pourra porter 'expression (98 d) dans I’équation (93 ¢)
et identifier les deux membres. Pourtant la formule obtenue sera une for-
mule récurrente compléte et assez difficile & manier. Nous avons trouve
plus avantageux de décomposer le calcul en introduisant les a et les b
pour lesquels on a les formules récurrentes ncomplétes (109 ab).

Pour des calculs numériques tels que ceux de la formule (110a) il est
indispensable d’avoir des formules de controle. Nous allons démontrer que
pour 2=/ on a la.régle que voici: /1, o et & étant quelconques, la somme
des cotfficients iU px €étendue au seul indice muet 4 est égale a zéro.
C’est-a-dire ’

, h—1
(rtov)y " - 2 Un=0. = -
=0 : .

Cette formule est d'un emploi tres. efficace et sar. Elle a entr'autres

avantage que la sommation de controle est assez restreinte de fagon qu’il
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s0it possible de localiser une erreur ¢ventuclle. Pour démontrer Ja formule
(110b) nous allons emplover certains passages 4 la limite. Nous donnons
d'abord un C\Cmple qui montre la nature de cette méthode.

Considérons le moment moyen binomial

(1 11 a) . ) Hp = ;‘O(T_IS/,))I (f)/)’ gs—r.

Pui=que le moment binomial est la limite du moment hypergéome-
trique pour 7"—> ® (s constante), nous avons pour le nioment binomial

. 1_(_)71
. T2 g g—0
(111Db) _ Hy=(g—p) 2 3 I’hnh ue k,
o=1 k=0

Chok désigﬁant les coéfficients oLy, c'est-a-dire les coéfficients I et W/

des formules (59 ab). Considérons la somme Sp== Uh,k définie au § 4 du -
ok
chap.-1l. La fonnule (111Db) montre que Sh est égal & la valeur que
(Dr-1

prend (g—p) 2 Mn pour r=pg=1 et u=spg=1, c’ést a-dire pour

(111¢) 5%1, p:eis', g=e¢ °, (q—~]>)=z'\/r3,_ G=Y=1)..
Cependant cette valeur de (g—p) 2 s peut étre tirée de (111a).
(=1

Qn trouve pour s'— Sh—_-('q~—])) B (qh T (— )hl’h_l)

Introduisant les valeurs (111 c) nous avons .

(h~1§—z —(h— 1)—-: h—1 -

e +e ‘ = 2 cos 7T (& pair)

Sh: ’ k4 £ » ) »
1 =Dzt —G-DFi 2 h—1 (h impair)

—=le —e = ~= sin 7 ¢ impair
V'3 ( ) V3 3 ;

ce qui montre que l'on a Sp=1,0, 1, 1, —2, —1 suivant que

h=0,1,2 3,4,5 (mod. 6).
- Clest le résultat déja obtenu par une autre méthode.

Quand il s’agit du moment hypergéométrique, le passage a la limite
s—>1 (avec n#$1,2,---(h—1)) ne donne pas de résultats en dehors de
Cceux que nous connaissons déja. Pour obtenir de nouveaux résultats il
faut en outre laisser n tendre vers s. Mais alors il faut faire attention a
Pordre des passages aux limites, le résultat n’étant plus le meéme si cet
ordre est renversé. La formule (98d) montre que la somme triple 2;‘ Uk

L . e
T

est ¢gale 4 Lim Lim (1\3) 2 My pour p=e¢ 3, ou 'on suppose que
s—»1 n—>»s

I'on laisse d’abord # teridre vers s et ensuite s vers 1. Pour trouver la \aleur
“de cette limite on peut utiliser la formule de M. PkARSO\ ("3 c) par une con-"

clusion d¢ (h—1) a s On a d’abord u, =0, /lp_,:sp

Am e, ==0.

i

i—»s
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B

Puisque pour news, le sceond membre de (93¢) cot unc forme lincaire

ct /mmng['m‘ L_‘n»i(:S QUANLILCs gy Jly *++ Hpe4, on Voit que Lim g cst <gzx](: a
no—ys

z¢éro pourvu que Ja limite des Mo fty 0 My .c;oit nulle. la rclation

. I im0 (0 <" h) cst donc gendrale.
(112 a) By b _ :
- D'on 2 =0 I ¢tant qucleonque.
Lok .

Cctte formule peut ctre géncralisce. En effet pour démontrer (112a)
nous n’avons rien suppos¢ sur s et p. On peut donc;ffcctucr le passage
a la limite n—>s. seul, ;1 et 7 Ctant éuelconques Le second membre de
la relation »

(= -1 o
Lim (g—p) ° uh.——Zu”r}‘Z i Uhok

n—ys ok =0

-

tirée de (98d) sera un polynome en-u et r, dont les .coifficients sont les

sommes X iUp. Puisque le premier membre est nul en vertu de (1123a)

w’et 7 étant quelconques, il faut que les coéfficients du second membre soient
nuls séparément, d’ou I'on tire la formule (110b). ’
Le tableau 5, donne les premiers coéfficients U calculés a l'aide de Ia for-
mule (110a) et controlés par (110b). Comme dans les tableaux précédents nous
avons inscrit dans les en-tétes non seulement la valeur des indices 140k

mais aussi les quantités auxquelles .Ung appartient comme coéfficient. Cette

lesposmon permet d'utiliser le tableau sans étre obligé de tenir compte de

la signification des indices. Ainsi par exemple on peut immédiatement
écrire Pexpression de ug,

' [ Ls—1  ts—1%)

o=(g— 13 2 =,
| Mg (q p) S/)q l 11—1 + (”_ ]),‘; j

L

Quant 2 l'expression indépendante des coéfficients on pourrait Pobtenir
en introduisant les nombres B. La marche a suivre serait & peu prés la
meéme quau chap. II. Pourtant la multiplicité des signes 2 dans l'expression
obtenue rendrait son utilité & peu pres illusoire. Clest pourqu01 nous ne
donnops pas ces formules.

§ 4. Expressions asymptotiques. a

Le plus souvent dans les applications 7 est un «trés grand» nombre,
quelquefois il est méme «trés grand» par rapport a s, s étant lui-méme
un «trés grand» nombre. Dans le cas ou n est grand par rapport a s
on est conduit A envisager les termes du développement (98Db) comme le
‘terme principal et les termes suppl¢mentaires de 1wy, Dans la premiére

partie du présent paragraphe nous considerons les coctficients fin== 1), du
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Tableau s.

* 01 CopE2e 03
#Uhok ' k=0 ; 1 2 20 1 &0
i ; N )
u ioour ; Wit s 1 I
A=0 1 1
Ch=2 N s—1
! e
=01 . o1 1
P s—1
n=3 ! s n—1 -3
-7 12
2 fs——l)v“ 2
(n~1)1‘2"
A=0 R 1 1 _ — 6 3
. . .
1 . —1 36 6
) n—1 .
. 12}
h=4 Hy= (s—1)*
e 2 ] 12 ~ 51 v 3
(2—1)
3 =1 |- 6 27 | 10
(n~1)L3} o :
i=0 1 1~ 12 10
’ Cos—1 -
1 - —15 120 | —40
n—1
iz}
2 L= 50 | 330 . 50
B=5 I S :
L PARYES
3 =] —60 350 —20
(”*1)L3J .
(4]
4 L1 24 | _128 oo
. Iy .
(n— 1)

développement (98b) sous ce point de vue. Dans la seconde partie nous
considérops le développement asymptotique dans le cas ou # et s sont
d’'un méme ordre. - :
Dans le premicr cas on pourrait aussi envisager le développement
de uy suivant les puissances négatives de 7. Ce développement contiendra
une infinité de termes. Bien que la série obtenue soit toujours convergente
dans le cas que nous considérons, le développement (98b) en um nombre
fini de termes nous parait plus intéressant. Pour cette raison nous nous
bornons a indiquer rapidement comment le développement en séric peut
¢tre effectu¢ pour étudier plus a fond les coéfficients du développement
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T
Tableau 3 (cont.).
— e : -
. =1 02 i 0=3
+Uhot 0| 2 e o| FoO
i i
1 Iy H }'2 1t "= "
i-0 1 1~ 20 1200 25 — 130] 15
s—1 .
1 — | - 3 540 — 1800|— 180/ - 870| - 45
2 (=% 180 | — 2305, 75 5 5 5
AL ) — 2305 7300 415 - 1915 45
(11—1)"21 -
B _ 13} .
h=6 3| M= | s=D" 1 390 4755~ 13200|— 390  1740| — 15
(11—1):‘3‘1 )
(s— D4} s o
4 . 360 | — 4010 10 303 130 — 365 0
(n-1)[4“ o >
5 =D 120 12“v 5 [
B 50—~ 3125 0 0 0
(n— 1)) :
1=0 1 1] - 60 360 56 — 462 105
_1 :
1 :4 — 63 1680 - 7560(— 686 4662 —525
2] ' ’
21 “*“m 602 | 11330 44100] 2500 —15645] 945
N (—1)"
‘ 31 -
3. (D" | _2100 | 33250 —113400{-4270, 23730| —735
h=1 L | Ga-1)
7—p 4 . . ’
4 (=17 3360 | 46600 146265, 3234 —-16863] 210
(n— 18 .
- , .
5 =D 1 5550 | 31794 | — 03003\ - 924 4578 0
(,1_1)E5J
: 6 , - -
6 (S_”_:% 720 | — 8424 23328 0 0 0
(71-*1)1‘6
(98b): fip= i pour les premiéres valeurs de 4 et des valeurs quel-
conques de /4 (Z#). A
o8 (z—p) (z—%) e (z — z._p_ 1) L
Posons i (z) = z=— (0<4)

b _m:/} ! 1 1 r - n
(S—X)(C— E) .. '(5—" :1—>

ai(z) est une fonction régulicre de z dans le cercle de rayon | |
1 |
0= — =

-7 h /I—,—I_ =

- autour de l'origine des 5 et sur ce cercle lui-mime.
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=1 . . .
Pour |z j</— on peut done développer ;(z) suivant les puissances néga-

-

tives de 7. .
Développant le numérateur et le dénominateur de a; comme des poly-
nomes en 2, nous trouvons d'abord
i1

= ptt ' ©0<i)

les Cji—y ayant la signification de la formule (10a).
Utilisant la formule de Hacex déja citée, nous aurons pour 0 ¢

, il

= ——a _,pz (_)/ J/‘.‘i”—;'; ou dig=0 (4 :‘: 0)’ Aoozl
! im0
.CO,i—l CQ’,'_I . [0 T §
_/fl Cl,i—l _Cl,i;l . + CO,i—l o) ‘
Ai=1 +p72Coi—y + Cz,i-1 = Cyier - R 010<4)

(_');'P_;' Ci i1, (—)* C/’.,.i—l s (V=1 Cicyyjmr vt “‘Cl,i~l

Pour uy on a par conséqﬁence le développement

| o |
{113) =2 (l')B(J?(Asp)s”/f , |
: . A=0 M7 j=0\? o

Puisque les Cj ;-1 peuvent étre dév eloppés suivant les factorielles de 7,
il en est de meme de Ay. Pour le calcul des termes du developpement
(113) on retombe donc sur les- quantités Fi,y du § 3. ’

Voyons maintenant comment on peut obtenir Pexpression des coéffi-

cients fi== pour les premiéres valeurs de 2 et des valeurs quel-

Fin
(s—1)*
conques de /. Puisque on a pour i=0,fpn="Fop= le moment binoniial
ln, 11 est naturel de se demander si les coéfficients d’ordre supérieur
fin,fon, -+ + peuvent étre exprimés a l'aide des moments binomiaux, par
excmple comme une forme lincaire et homogéne en ces quantités. Pour
" démontrer la possibilité d’un tel développement nous allons trouver une ;

o pls—v]

— qui figure dans la deﬁmtlon (95)

expression du facteur

’7bs—n
n

Posons . ()= =p(a— 1)1'—11 bls—1,

Supposant d’abord 0 <1' et développant vy (1) suivant les puissances.
de », nous avons

3 st k =1 - » s
p (;1):]5:' qs—ka\:o WS-k Y (’ ] )(S /e“—l )B( SB )p_z q~(k~l)

i=0 1
+
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Cette formule que Pon a obtenue ¢n supposant 0 -7 v est encore
virifice pour »==0.- Nous en tircrons, 4 désigant une opdération différen-
ticlle ‘par rapport a »n -

P . S ; . v S AW S A ) s .
JV‘A—I 1/)(/~);:/)r f/iﬁv 2 As*f'ﬁl 2 -kﬁ] > ( / )( - )B; Blc----i//)"'(/

k0 i

\

Cela étant, on a pour un polynome quclconque o (x) d( d(gxc m ]}'1
formule .

nlx—a-- . )
y (x) = /E( T ) Am=ty (@+7i--1) (a une cobstante quclconque); que
EETe)

I'on obtient par une transformation de la formule bien connue

wu+m:a%(ﬂgﬁw@y

..

Le polynome 1w (1) que nous considérons est de degré (s—1), on a
donc en faisant a=1*

(=S s— DI s—il1
v = (‘I)Azo(n 1)”A : q(ﬁ).

Introduisant I’expression de As_"‘l » (A1) et remarquant que
p Y q q

a7 i )
(S"—.l)! ' (S—_l)ik] (/:*k)‘
nous aurons : .
(s—])w ik (/—s—])( )
= _——?22_______ —i f(k—:)EGl)
T P Pl e oy R AR

E G (v) désignant Pespérance mathématique- du polynome
bin

Gri () =(r—sp) (171) (s;ij ) BY B{ sous la loi de distribution

binomiale. B et B’ pouvant étre exprimés comme des polynomes en
v et (s—v) de degré i et (k—7) respectivement, on voit que Gk est le
produit par (r—sp)® d’un polynome en » de degré 2 k. Ce dernier poly-
nome pouvant étre ordonné suivant les puissances de (#¥—sp) on en conclut que
(114) Fam(s—1)"fu= 3 3 (5*/‘*_'1') B 0 pig 6 E G )
k=0i=0 \ A—£Fk ‘

est une forme linéaire et homogeéne en les moments binomiaux Hpy Hpty,

- upt2i.  Abstraction faite du facteur (;‘)q)_)' les coéfiicients de cette forme
seront des polynomes en s et p. En effet les cotfficients de Gu sont de
tels polynomes et il en est de meme de Bi_§ “"*"(A). Pour le reconnaitre
on peut par cxemple imaginer que l'on développe le polynome B en

question suivant les puissances de /1 et que l'on exprime ensuite les

nombres B qui v figurent comme des polynomes en lindice supérieur.
Pour les premicres valeurs de 4 on pourra meme effectuer le calcul par la
mcthode que Ton vient d'indiquer, mais ici encore il sera plus avantageux




8o RAGNAR FRISCII, H.-F. K.

de se servir d'une formule rcécurrente. En principe le probleme est déja '
résolu par les formules (107) et (103). En effet puisque Fon (4 quel-
conque) est (-gdl au moment binemial nz, on peut exprimer aussi Fiyp,
Fop -+ (I quelconquel comme des formes linéaires et homogénes en les
ft, Hpty -+ binomiaux. Puisque les ¢y sont ind¢épendants de /7, la foi‘mule
(105) répond- a la question, ' ' ‘
On peut toutefois abréger un peu le calcul en posant
=T

= (g—p) 7 i lgy i Br=0G+ 1! ¢t Fiiq itn-1.
A .
Les a ¢tant des polynomes en r=pqg indépendants de % et de s, et
les f ¢tant comme les F' des formes linéaires et homogenes én les up
binomiaux, a coéfficients dépendants de s et p. On calculera les a et les
de proche en proche par les formules suivantes tirées de (103) et (107) °
(1152) waqj=(—2i—1Dr 1102 +Q2h—) i1 aj-1+(2A—f)ic1 a5 .
F2r(—)—1) @h—) gy (1<<A)
o Lo =1 14=0 pour jF1. ‘ '
(115 b) =i 1 fria—k (g—p) icafrrai—A (s—A+ )7 iofhe (0=A)
_1fn==un—2 (binomial) ifn=0 pour 2 <_—I.

Ainsi on trouve par exemple

}_01:1.3 L (22.—1) N _1ﬁh=‘llh_2

oOly =2 o= un .

322 =20 1Br= phi2 — (q—p) pniy —spq un

st =3(2—97r) ete. )
etc.

les uy désignant les moments binomiaux. '

Les polynomes a et les formes f étant calculés, expression de Fi
comme une forme linéaire et homogéne en les u binomiaux, est donnée
par la formule

1—(=)f

21 _ 2
(115¢) Fin=(—n"2 e=p

j=it1 7!

1z i1 joafaeii (0<2)

que lon tire sans peine de (105)
Voici le résultat pour les premiéres valeurs de 24

1
(116)  pun (hypergéom.) == up— m {/l(h+2—(q—}')).‘llh_}_l'—‘"‘l,l"Llh}

—

—

|

FEpCET—] 31yt4—10(g—p) tiprz+ (9— 1_27‘——18/4')‘1(;,_%-2

—(g—p) 2+ 12 7= 1810) upsr—pu(2+ 10;'—-9/1)/1;1}
ST

EUESTEN

+
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? e : :
Les pn du second membre étant les moments binomiaux., Cette for-

‘mule nous semble assez intéressante parce qu’elle rattache le calcul des
moments hypergéométriques au calcul des moments binomiaux.

La condition pour que les termes du second membre de (1 16) puissent
ctre considérés comme des approximations’ successives pour le Mn hyper-
gr.ometrlques est que 7 soit grand par rapport a s. Il n'y a que dans ce
cas que l'ordre des termes en ' \U/ vont en decroxssant.

Dans le cas ol 7 et s sont des quantités d’un meéme ordre il n’en

sera pas ainsi. Dans ce cas le coéfficient de ———— est d’ordre (g+4),

(n—1)7
LT h : . ;
g désignant Ent > ) de fagon a ce que tous les termes du second membre
de (116) soient de méme ordre. Pour le reconnaitre 'considérons'par exemple

: 1 . . : ' h
le terme en eyl Le un binomial est d’ordre g=Ent (_2—) en s, ou en

#=spg ce qui revient au meme si p est considéré comme une constante
finie différente de zéro et de l'unité. Les termes entre { )} dans le coeffi-

1
cient de (————)—z sont donc ou bien alternativement d’ordre (g+2) et (g+ 1),

(51 lz——Zg) ou bien tous d’ ordre (0—1-2) (si z=2g+1). Dans tous les cas

1
le terme en IP—E est Pordre g Etil en est de meéme des autres termes..

Dans le cas oit # et s sont d’un ‘méme ordre. il faut donc envisager P'ex-
pression asymptothue sous une autre forme,

L m—s . . . s

Posons =¢. S'il agit &un relevé représentatif, 1 —c= — repré-
: n

sente le pourcentage des éléments qui sont relevés. Dans tout ce qui

suit nous considérons ¢ comme une constante finie. Posons en outre

1 .
p7t=——=z Nous allons démontrer que si l'ordre /4 du moment hyper-

. spq

N S . . A
géométrique up ne surpasse pas I =, le quotient ’l—% peut étre développé
- - IS

en série de puissances non négatives de z Les coéfficients de ce déve:
loppement ne dépendant que de ¢ et p. D’une fagon plus précise le rayon

1
de convergence de cette série est égal 4 —————————— ]| découle des

(1—0 (i—1)pq
‘gz . . = S :
propri€tés des séries de puissances que tant que s = T =" la conver-
R - . —C
gence sera méme absolue et uniforme en z ou en s, ce qui revient au

méme si p est une constante finie entre zéro et Punite.
La proposmon est exacte pour /z:_, puisqu’on a

Le c1+ +A,+ -
/4 L j

Vid.-Aka. Skrifter. 1I. H.-F. K1. 1926. No. 3. 6
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. 1 .
Puisque 77 :(lfc) pgs, on voit que le rayon de convergence

de la série corre-  .lante en s est ¢gal a pour /i=2.

i 1
(1=¢) (—1) pq

Cela étant, nous allons utiliser la formule (94b) pbur\me conclusion

de (h—1) a h...

R?n_larquons que l'on a s= ;5‘1, 7 -—;ﬁ;”l, Hn—s= 7(1_2—_6—) 27
o 2c—1 1 - ® r
n—2s= r(1—c) ' n‘(/z—l)_’ (1=o) gii[(l O Uiyl “ ‘
h—t
Em_2— )
Pour 0 </ on a par hypothése & ° up—1= = Ap_1x 2, les An_px
. A k=0, :
ne dépendant que de ¢ et p et le rayon de bonvergence étant -égal a
) .
A0 —I=D 7 On aura donc en divisant la formule (94b) par (n—(ﬁ—~l))
o - : h—1\  (h—1Y
117* 228 up= 2 271 {26( . ~( . |2
(117 A 2j—1 %)
tor—o (T Fli—0 e et Sy o
r{l— . 2 —ch—Dr|' " -2
27 +1 ‘}izo».. ' hoo  MTHEE

R Ly /— | ® N, . & .
F(g—p)2c—1) 2 2t ('2. ) S—o)y (h—1)yr]izt - 2 Ay_gjpax 25,
=1 27—1) i=o k=0

La sommation = du second membre contient un nombre fini de termes.
J=1 .
Chaque terme est le produit de deux séries de puissances. Le rayon de

. . X 1 -
convergence de la premiere de ces séries est €gal a (1——4:)———(11—-1;’ le rayon

1
I—¢) h—2j—1)r

de Pautre est plus grand puisqu’il est par hypothése {

1
(1—o) (h—2))r
produit considéré est donc lui-méme une série de puissances dont le rayon

1
, . 5 . — De ol s .
de convergence e§t égal a =0 0=nr e plus, le coéfficient qui figure

ou respectivement, ; étant supérieur ou égal a 'unité. Le

avant le produit considéré ne contient jamais de puissance négative de z.

: 1
D’autr t1 d bre fini de séries a rayon ———————
autre part la somme d’'un nombre fini de séries a rayon T=9G_Dr

est elleméme une série de méme espece, ce qui démontre la proposition.

Pour obtenir les coéfficients 4 du.développement dont nous-avons
demontré Vexistence, on pourra se servir des nombres B. Toutefois I'ex-
pression ainsi obtenue contiendra des opérations de sommiation dont Pordre
augmente avec /. Nous allons considérer une autre expression qui nous
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parait plus intéressante. Cest Pexpression des cotfficients comme le produit

. . L
par une exponenticlle de cértaines factoriclles en g=Ent (—9—) Naus nous |

bornerons a considérer les deux premiers termes du développement. |
Développant (117%) suivant les puissances de = pour h==2g et h==2g+ 1 4
respectivement ¢t identifiant lcs deux membres nous obtiendrons les for-

mules récurrentes

(11721) ’ . /ng,o—'—c(zg—l)Azl{g_l;,o-_—‘o.

(117b) A Aogir,0 —2¢g Aog—1)+1,0={g—p) (2c—1) g A2g,0.

(1170 : ‘ ,
o * 2g—1)(g—1)

‘42'[;,1 —c(2g— I)Az(g_l),lzr(l "fC)(Zg— I)Azg,o - SAAT I P g AZ(g—l),O

(2g=1)(2¢g—3)(g—1)
3 .

Azg-2),0 +g—p) (26—1) Az(g 1)41,0-

e
‘ o o 2g—1) ~ : ,
(117d) Aogta,1 —268 A2(g-1r+1,1=2r (1 =€) g Azgin, 07 —g—z—gAz (g—1)+1,0 .

2g—1 —1 C
+2¢ (_g_,_%g_(ﬁ__) Az(g-2)41,0

2 —1
——/J) (2¢— l)ngZg,l_i’ (—i——)—gg;—) Azg-1), 0}

3
avec les condmons 1mtlales. : .
C A=A, =0 Aye=c Ay =c(1—0) 7.
Par des applications ‘répét'éesr de (117a) on trouve sans' peine
(1182)  Apgo=1.3- - (2g—1)cE. |

Portant cette expression dans (117b) nous trouvons pour Azgt1,0

Iéquation aux différences )
Azgt1,0—2¢8 A2 g-1y41,0=(g—p) 2c—1)- 1-3 - - - 2g—1) g¢f.
La solution d’'une équation aux différences linéaife avec second membre

fr—q» fy-1=R,, est comme on le sait donnée par la formule
n-—-1 -
fr=2¢%R,_i+¢™ fi_n (n un entier positif quelconque)
=0

ou la factorielle ¢,/ désignent le produit ¢,-¢gy—1+** gv—it1.
Appliquant cette formule pour n=g nous aurons & considérer une
sommation qui peut étre effectuée a Paide de la formule (41b), ce qui donne

(118b) | AZg—rl o—(qex—p)@c—l)x 3 <2g+1)5—cg

Portant les expressions (118ab) dans (lllc) nous aurons pour Agg,

I’équation aux différences
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Aogr—c(2g—1Y Ariypp1=1.3--. (2g—1D et B, + Blgm-i- ngm)
les B ¢étant indépendants de g

B *é (c—12 41— (66(1—6)+4(7c~—1) ))
B, = —*{(ZC—I)Q-F1-~7'(126(1—c)+44(2€—1)2)r} :
B,= p“_”(1-4ﬂ

3

La méme méthode que tout a I'heure permet encore de résoudre la

derniére équation, ainsi que I'équation
A2g+1 1—2cg Azg—1rp1,1== .
=lg—pl2e—1)1 (2g—1esTHC, g+ C gP+ G P + Co g
obtenue en portant (118ab) dans (117d). Les C sont comme les B des
expressions linéaires en 7 indépendants de g-
Nous avons réuni- les résultats! dans le tableau 6, qui est Panalogue
du tableau 4 pour les moments binomiaux. Si l'on pose ¢=1 dans le

tableau 6, on retombe sur les coéfficients des deux premiéres colonnes du
tableau 4. )

Tablcau 6.
Premiere . i
. Deuxiéme approx.
approx.
.- ' Expression asyn‘:ptotiquev €)® - +(c/()g_1
1 1 1+
1 1
m )
Hag B & 7
1-3---2¢g—1 gizl . %(1—6]) _ —  (1-53f)
[3; 1 4
3‘(1*4,/’) -39 (1—47)
: 1 .
gU] . _3_ . f
' 1 1
: . = (1-12 — - (6-47
Hagi1 g‘Z} 30( f) 15 (] /)
@—p) c—b)1:3-RCg+1) r31 1 ] 1
: P 151-6n —31=50
r4) . 4
gl —(1—4f) ~ g 1=
r=py=p(l —p), f--‘-;"::c‘(l-t‘), c= ,—I’_—s, done C/l:p(1~—/>)c(l—c)n.
1

! L’expression de la preiniere appxou*nahon (premicre colonne du tableau 6) peut aussi étre
tire¢ d’une formule que Tscitprow a obtenue par une autre méthode. Voir Metron.
Vol. 1l (1923), p. 662, .
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Dans les applications ni # ni s sont de vrais infiniment grands.  Entre
v le cas ou il convient de considérer # comme grand par rapport a s ct le
cas ou l'on doit considérer ces quantités comme Ctant d’un meme ordre, il

y a des cas intermédiaires, ou la succession des.termes dont on doit tenir -

compte dans le calcul numcrique par approximation, est ni la succession de
la formule (116) ni celle du tableau 6. Pour ces cas intermédiaires on
pourra utiliser le tableau 7. ’

Tableau 7.

y 1
(11— 1)
Expression asymptotique ) -
dans deux sens - ué +/4g_1 ug‘f‘l +uf
. 1 1 —r 1 1 —
> 1 1
P 1 !
Hag _ 12 __1_ » 1 _'_7_ 6
1-3---(2g—1) 6 6

@ 14 s

i 9 9 6 | 3

(4 LI

- 9---9
oM % 1 1
@ 2 118

£. 30 5 3 2 3
Hog+1 - @ LI 31 17
(g—p)1-:3---QCg+1) £ 18 3 90 5

4 14 R

s 81 81 6 9
5] ) . . 1 4

g 81 81

Ce tableau n’est en somme autre chose qu’un tableau des coéfficients
du développement de g hypergéométrique en série double, la, série étant
ordonnée dans un sens par des factorielles, dans l’autre par des puissances.
Nous avons préféré cette forme parce qu’alors le développement s’interrompt
dans les deux sens avec un nombre fini de termes, de facon a ce'qu'e Pon
évite toute question de convergence. .

Pour calculer les coéfficients du tableau 7 nous avons développé les
expressions entre {} de la formule (116)-suivant les puissances décrois-
santes uf* w71 4 Taide des coéfficients du tableau 4 et réuni les termes
appartenant a une méme combinaison des exposants de u et .
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Si Pon voulait de servir du tableau 7 dans le cas ou 2 ¢t s sont des
quantités d’un mé¢me ordre on aurait du d'abord caleyler la valeur de tous
les termes (au nombre de &) de la prelﬁi&re diagonale du haut en bas,
non seulement les deux premiers termes (carrés 1; 3,) de cette diagonalc
qui figure dans le tableaul. Apres ces caleuls on aurait du calculer tous
Jes térmes de la seconde diagonale, et ainsi de- suite. Au contraire si
¢était «trés grand» par rapport a s on aurait do commencer par calculer
tous les  termes de la premiere ligne de gauche a droite. Dans le cas inter-
médiaire que nous considérons ici, il peut arriver qu’il conviénne de cal-
culer les termes dans un autre ordre. On doit en général commencer par
calculer le premier'terme de la premiere diagonale (o: de la premicre ligne)
et continuer par quelque terme dans le voisinage, par exemple lé terme
~du carré 4. A ce sujet on ne peut établir de régle qui convient a tous
les cas. Dans chaque cas particulier on se laissera guider par Tallure
générale des valeurs absolues des termes. Ce procédé est évidemment peu
satisfaisant au point de vue théorique, mais nous ne croyons pas qu’il soit
possible d’arriver a des résultats plus. précis sans avoir & sa disposition

.

" une expression maniable pour le reste.

Les problemes que nous avons étudiés dans les chapitres II et Il du
présent travail relévent de cette partie de la statistique mathématique que
nous avons appelé la partie rationnelle. Ce sont des problemes que
I'on rencontre QUand on cherche les distributions auxquelles donne lieu un
schéma de réalisation donrié.

Le probleme inverse: comment remonter d’une distribution empirique
donnée au schéma qui a donné naissance a la distribution observée, est un
probléme d'un aspect assez différent. Pour le traiter d’une fagon .appro-
fondie on ne peut éviter d’entrer dans des questions philosophiques et plus
.particulierement dans des questions qui relévent de la théorie de la con-
naissance. Il nous semble que trop souvent les savants statisticiens et
mathématiciens ont refusé d’entrer dans ces questions philosophiques pour
se ‘borner a traiter exclusivement les questions de la technique. Clest la
croyons nous la raison de ce que l’interprétation crit)ique du fondement
et des méthodes de la statistique n’ont pas tenu pied au développe-
ment technique et P'extention croissante du champ d’application de notre
discipline et dans le domaine des sciences sociales et dans le domaine des
sciences de la nature. —

! Les expressions «premicre diagonale» et «premiére ligne» se rapportent a la disposition
que l'on aurait obtenue cn ordonnant les colonnes 1, 2, 3, 4 du tableau 7 dans un tableau
12-

4 double entrée ainsi: 34+ - 1l sera tres dcsirable de calculer aussi les termes

suivants, Une telle extension rendra le tableau applicable aussi dans le cas on la

déeroissance des termes a partir. du carré 1 n’est pas trés rapide.
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Dans un travail publi¢ en 1925 Tscurrrow nous a fait connaitre les
premiers résultats de ses réflexions sio profondes sur le fondement ¢t 1'in-
terprétation” critique  des méthodes de la statistique’. Malheureuscement ses
recherches sur le sujet vont rester sans continuation. ‘TscHUPROW est decede
en avril 1926. BN

Javais déja longtemps réfléchi sur le sujet lorsque j'ai en au pnntf mps
1924 le bonheur d’entrer en relations avec TscHuprow, qui faisait & cette

~.époque des conférences a I'Université d'Oslo. Depuis, mes ¢tudes ont pour

une grande partie été inspirées par les sicnnes. En particulier je n’ai pas
cessé de m’occuper de ce que jai appelé plus haut le probleme inverse.
Sur ce point je suis arrivé a une conclusion assez différente de celle de
Tscuurrow. Je crois que la théorie des valeurs présomptives a laquelle

Tscuvrrow attacha tant d'importance, ne peut rester sans altérations trés

sensibles:
Jespere pouvoir pubher d’ici peu des developpements relatlfs ala
théorie a laquelle je viens de faire allusion.

-

L Grundbegriffe und Grundbrobleme der Korrelationstheorie. Leipzig 1925.
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