ALGEBRE. — Sur le théoréme des déterminants de M. Hadamard.
Note de M. Racyan Jmscu.

On doit a M. Iladamard 'imnortant théoréme sulvant : La valeur absoluc
d’un déterminant & éléments récls est au plus égale au produit des normes (soit
horizontales, soit verticales). Les normes-. horizontales d’une matrice

ey .
T sont définies comme les quantités 4 \/E,-a;?'j(i:x) 2, ..., 1),
\ Ay A/ .

“etune ddm ition analogue s’applique aux normes ver Llcalcs

Dans un cas varticulier assez imporiant, le\'“lm.non fommc par le théo-
reme de M. TL‘.GGD. ard peut ¢ire 5c.mblcment nr‘ecxscc Je vais (lcmonue‘
le théoreme que voici: La valeur absolue d’un déterminant syméirique, défint,
A cléments /w/s est au plus égale au product des valeurs absolucs des //J(zmzlc
qui se trouvent dansla dia gonale ]//mczprzl(' Nous entendons pardé Slerminant
(ou mairice) syméirique défini un déterminant (ou matuco) symélrique

telle que la fomm qku.dequc correspondante soit définic.

On peut supposer que la. malvice symcmque définie en. question,

/o“ . l,,\

5= ... 1 est définie positive, sans-quol on considércmiL —S.S1le
\ 1 } i .
51&1 5nn/ '

rang de S ést inférieur a r, le théoreme cst banal. Soit donc S non singu-
licre. Dans ce cas, le déterminant S ==]S| ainsi que lpus ses mineurs
principaux sont positifs, non nuls. o particulier, tous les 5 sont positifs

I...0° ’
L \ e ,

E= \ ~~~~~ ) désignant la matrice-unité, soit F(x)=18§ — AL le
Q... . .

N0 \nox e caractérisiique de S. _Lvidemment F(o)::S:\:o. D’apres un

théoréme bien connu, on aIf(8)=o0. Pui scm’im polynome quelconque F{w

3

dont .lc terme conmsiant st ‘:o, peut Lonjom's étre mis sous la forme

ll

=

(G*—7) , . : -
E k—i—— . G et H sont dos polynomes en %, la formule I'(S)=o0

suffit comme on le sait 4 démontrer Pexistence de racines cané , Clest-i-
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AT ’m\ R
B=ti . ... telles que R*= 3. In eflet

~m n

tee o= G(8) joult de cetle prowriété L'essenticl dans notre cas,

tme des matrices R & éléments réels, telles que R =
ive définie, toutes los racines de J'\/\)zo sont
est toujours possible de 's'arranger -de fagon
gue tous les coefficients de G(%) soient réels. On s’en rend co npte en cons-
iruisant eilectivement G(%). Tous les ¢léments de R = G(S) sont donc

réels. De plus 2, élant un polynome en une malrice symétrique, est elle-
méme syméirique, dol s;= .‘I//f/

)

Cem étant, ‘.ap'ﬂmuc le- thor sme de M.

kv
nant R=|= ', ce qui ¢ lonne R* A»“ oS Mais R

ladamard du détermi-

k
;
V= S, donc b»s“ .o Spne

Observation de 31. Iiapasiard sur la Note précédente.

Lintéressante proposition de M. ‘-)':gnm* Erisch peut recevoir une autre

démo nsuanon \'mcc a la condition ( {cara ctulstcmg comme on sait des

formes ucf‘mm posilives) que les’ mineurs principaux (Je tous ordles du detcz-
minant sont positifs. - a

Cecl ¢iant noié, la dérmonstration primitive du théoreme, telle qu'elle a
¢té donnée en 1093 s'applique sans modification 4 la nouveHe limitation

ctuellement en jeu.

»

i

(Extrait des Comptes rendus des séances de U Académie des Sciences,
- t. 183, p. 1244, séance du 53 décembre 1927.)




