
Einige Punkte einer Preistheorie mit Boden und 
Arbeit als Produktionsfaktoren 1) 

Von 
Ragnar Frisch, Oslo, z. Zt. New Haven,  Conn. 

I. Einlei tung 
R i c a r d o s  Untersuchtmg fiber die Ste]]ung der Rente im Preis- 

meehanismus hat te  besond'eren Bezug auf den Fall, wenn nur ein Gut 
erzeugt wird und dieses Gut auf Boden yon verschiedener Fruchtbarkei t  
hervorgebracht werden kSnnte. Die Tatsache, dab nur  eine beschr~nkte 
Bodenfl~che in den verschiedenen Fruchtbarkeitskategorien vefffigbar 
ist, muB dann eine bedeutende Rolle in dem Mechanismus spielen, durch 
den die Preise des in Frage stehenden Gutes und die Grundrent~ best immt 
werden. Natiirlich enthielt seine Theorie auch einen Versuch, zu zeigen, 
wie die Lohnrate  und der , ,Kapitalprofit" determiniert  sind. In  der 
Ta t  ist die Ar t  und Weise, in der er diese Dinge kombiniert,  ziemlich 
charakteristisch ffir seine ganze Untersuehung. Je tz t  wollen wir jedoeh 
unsere Aufmerksamkeit  auf den Tell yon R i e a r d o s  Problem kon- 
zentrieren, we er sieh mit  dem Preis des Produkts und der Grundrente 
befaBt, d .h .  wit nehmen die anderen Dinge, die in das Problem eingehen, 
als gegeben an. 

Eine natfirliche Verallgemeinerung des Problems in dieser Fassung 
wgre es, m e h r e r e  Giiter s ta r t  eines einz~gen zu betrachten. Wenn wir 
dies tun, so haben wir eine ganz neue Situation, welche eine neue Art  

1) Der vorliegende Artikel wurde dutch das Studium yon Oskar Eng- 
l~nde r s  Theorie der Volkswirtschaft, Erster Tefl, Preisbildung und Preis. 
aufbau. Wien: Julius Springer, 1929, angeregt. Meiner Meinung naeh ist 
Prof. E n g l ~ n d e r s  Behandlung einiger Punkte im Preisbildungsprozefl, wenn 
Boclen und Arbeit als Produktionsfaktoren angesehen werden, ebeuso wie 
seine Analyse an anderen Stellen des Buehes irrig. Ieh bereite f~r die 
Zeitsehr. f. NationalSkonomie eine kritisehe Studie in dieser Verbindung vor. 
Um dieser Kritik einen guten Rtiekhalt zu geben, will ich zuerst meine 
eigene Auffassung davon darlegen, was eine konstruktive Theorie auf diesem 
Gebiet enthalten muB. Dies geschieht im vorliegenden Artikel. Die Kritik 
wir~ in einem folgenden Artikel gegeben werden. 

Das vorliegende Expos6 gibt nicht vor, eine vollst~.ndige oder end- 
g~tige Untersuehung des Problems an die Hand zu geben. In der Tat  werden 
nut einige yon den allerersten und sehr elementaren Begriffen einer solehen 
Untersuchung erSrtert. Abet w~hrend die vorliegende Entwicklung welt 
davon entfernt ist, eine vollst~ndige LSsung des Problems zu geben, hat 
sie doch, wie ieh glaube, das beseheidene Verdieust, clal3 sie so lche  
Punkte ber f ih r t ,  we der  w i rk l iohe  K e r n  des P r o b l e m s  l iegt .  
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yon tbeoretischem Werkzeug verlangt. In der ursprringliehen Stellung 
hatte das Problem sozusagen nut einen Freiheitsgrad, ngmlich eine 
Vergnderung der FruchtlJarkeit des Bodens, in der neuen Stellung hat 
es zwei Grade yon Freiheit, ngmlich eine Verguderung in der Fruchtbar- 
keit des Bodens und eine ~[nderung der Art des Gutes. Diese Vergnderung 
in der Natur des Problems seheint so etwas wie eine Fallgrube fiir die 
theoretisehe Untersuchung zu sein. R ica rdos  urspriingliches Problem 
mit nur einem Grad yon Freiheit konnte bewgltigt werden, indem man 
es mit Hilfe einer Variablen ausdrrickte. Wenn man dies beachtet und 
der allgemeinen, mehr oder weniger intuitiven Tendenz folgt, in der 
Art einer eindimensionalen Vergnderung zu denken, kann der Theo- 
retiker dazu verleitet werden, hier und dort in die Untersuchung des 
allgemeinen Problems Teile dieser eindimensionalen Denkart einzuffihren, 
woran er yon der Analyse des ursprringlichen einfachen Problems gew6hnt 
ist. Dies kann zu sehwerwiegenden Irrtrimern frihren. Das aUgemeine 
Problem ist seinem Wesen nach zweidimensional und muB als solehes 
behandelt werden. 

Urn dazu f~hig zu sein, unsere Untersuehung fiber das allgemeine 
Problem sicher fortzufrihren, wollen wir es in mathem~tiseher Form 
feststellen und behandeln. 

II. Festlegung des Problems und Definition der eingefllhrten 
Begriffe 

Wit betrachten eine Anzahl yon verschiedenen Stricken Bodens: 
A, B, C . . . . . .  X . . . . .  Wir stellen jetzt noch nichts fiber die ,,Frucht- 
barkeit" dieser Stticke lest. Einer der Hauptzrige des allgemeinen 
Problems besteht gerade darin, dab dieser Begriff der ,,Fruchtbarkeit" 
nicht auf dieselbe einfache Art und Weise wie im Falle eines einzigen 
Gutes definiert werden kann. Bei dem allgemeinen Problem kann es 
sogar besser sein, den Begriff der ,,Fruchtbarkeit" ggnzlich zu ver- 
meiden. Wir nehmen daher einfach an, dab A, B, C . . . . .  Strieke yon 
Land sind, die auf irgendeine Art und Weise i d e n t i f i z i e r t  werden 
k6nnen, und dab die eiazeluen Flgcheneinheiten in irgendeinem yon 
diesen Stricken, sagen wir in A, in jeder Hinsicht identisch sind, 
welehe for das vorliegende Problem eine Bedeutung hat. Ferner werden 
wit eine Anzahl yon Gritern betrachten, welche wir mit Nr. 1, 2 . . . .  i . . . .  n 
bezeichnen. 

Unser Problem besteht darln, wie die Erzeugung dieser verschiedenen 
Griter riber die versehiedenen Stricke yon Land verteilt werden wird 
(das Standortproblem), und wie die Preise der verschiedenen Griter 
sieh gestalten werden (das Preisproblem im eingeschrgnkten Sinn). 

Das erste, was wir bei einer Untersuchung des Problems zu tun 
haben, ist die Spezlflzierung der technisehen Bedingungen, unter denen 
die Produktion vor sich geht. Als ein Datum unseres Problems haben 
wit anzunehmen, dab ein technisehes Gesetz der Produktivitgt ffir jedes 
Gut auf jedem einzelnen Stfick Boden besteht. Jedes dieser Gesetze 
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kann zum Beispiel dureh eine P r o d u k t f u n k t i o n  definiert werden. 
Dies ist eine Funktion, die ausdriiekt, wie grob das Produkt ware, wenn 
eine gegebene Menge der verschiedenen Produktionsfaktoren fiir die 
Erzeugung des Gutes Nr. ] auf dem Boden X aufgewendet wiirde. Die 
Natur dieser Produktionsfunktionen wird fiir die Art und Weise, wie 
der Preismechanismus arbeitet, yon grundlegender Bedeutung sein. 
Eine (oder einige) yon diesen Produktfunktionen kann vielleicht auch 
gleich Null sein. Dies drtiekt die Tatsaehe aus, dab es teehniseh unm6glich 
ist, das in Frage stehende Gut auf dem entspreehenden Stiiek Boden 
zu produzieren. 

Die Produktfunktionen zerfallen in zwei Hauptklassen, je nachdem 
ob das technische Gesetz der Produktivit~t, das in Frage steht, ein 
l i m i t a t i o n a l e s  oder ein kompensa~or i sches  Gesetz ist. Im ersten 
Falle ist die Menge jedes Produktionsfaktors einzig und allein eine 
bestimmte Funktion der erzeugten Menge, ist unabh~ngig yon den 
Preisen der Faktoren und dem Preis des Produktes. Es gibt da 
keine M6glichkeit einer Substitution, so dab die Preislage die quanti- 
tative Kombination der Faktoren nieht beeinfluBt. Im zweiten Fall 
gibt es irgendeine MSgtiehkeit der Substitution, so dab in dlesem Fall 
die Aufwendungen, welehe yon den versehiedenen Faktoren gemacht 
werden, yon der Preislage abh~ngig sind. 

Ein noch allgemeinerer Fall liegt vor, wenn die Produktfun~tion 
Ringe  yon limitationalen Faktoren und Ringe yon kompensatorisehen 
Faktoren enth~lt. Abet idh werde hier nicht weiter auf diesen all. 
gemeinsten Fall eingehenl). Im folgenden will ieh reich darauf 
beschr~nken, den einfachen Fall zu betrachten, wenn alle Faktoren 
limitationale Faktoren und alle Gesetze pari.passu-Gesetze sind. Ich 
nenne ein Produktivit~tsgesetz ein pari-passu-Gesetz, wenn es so 
beschaffen ist, dab eine proportionale Steigerung aller Faktoren den 
Ertrag in derselben Proportion steigert. Ferner werde ich nur den Fall 
betrachten, in dem zwei Produktionsfaktoren, n~mlich Boden und Arbeit, 
vorkommen. Ieh nehme an, dab es nut eine Art yon Arbeit gibt, aber 
dal3 versehiedene Typen yon Boden vorkommen, n~mlich die Typen A, 
B, C . . . .  die oben n~her erSrtert worden sind. 

In diesem Fall ist das Produktivit~tsgesetz fiir das Gut Nr. j auf 
dem Boden X einzig und allein durch zwei Gr6Ben bestimmt, n~mlich: 

-~Arbeitsstunden je Fl~cheneinheit fiir das Gut ~ auf dem 
Boden X (der Grad der Intensivierung) 

/ ~  = Physiseher Ertrag je Fl~cheneinheit fiir das Gut ~ auf dem (1) 
Boden X. 

Die Zahlen 2 und ~ nehmen wir als technisch gegeben an. Diese 
Zahlen bezeichnen n i ch t  den Arbeitsaufwand, der wi rk l ich  gemacht 

1) Die versehiedenen Produk~vit~tsgesetze werden yon mir genauer 
in meinem demn~ehst erseheinenden Buch: ,,Marginal and Limitational 
Productivity" erSrtert werden. 
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wird, oder die Menge, welche wirklich yon den verschiedenen Gfitern 
auf den versehiedenen Stricken Boden erzeugt werden w/rd, wenn  
auf  dem M a r k t e  G le i ehgewieh t  her r seh t .  Die Zahlen 2 und /~ 
bezeiehnen nut, wie groB die Arbeitszeit und der physisehe Ertrag je 
Fl~cheneinheit ware,  wenn ein gegebenes Gut auf einem gegebenen 
Striek Boden produziert wiirde. 

Start der in (1) ben~tzten GrSl3en kSrmten wir uns aueh der nach- 
folgenden bedienen, um die Natur des Ertragsgesetzes zu eharakterisieren: 

~4X=Arbeitsstunden je F1/~cheneinheit fiir das Gut j auf dem 
Boden X 

• ix=Physischer Ertrag je Arbeitsstunde fiir das Gut j auf dem (2) 
Boden X. 

Prinzipiell ist es gleichgiiltig, ob die Ertragsgesetze dutch (1) oder (2) 
eharakterisiert werden, da es leicht ist, yon der einen Form zur anderen 
iiberzugehen. Wit haben n/~mlich die einfache Beziehung: 

/~ = ~ v (3)  

mud diese Beziehung gilt fiir jedes Subskript j und irgendein Super- 
skript X. Aber in der Praxis kann ein kleiner Untersehied zwisehen 
den beiden Formen in dem Sinne bestehen, dab bei gewissen Problemen 
eine Form fiir die Herausarbeitung der versehiedenen Formeln geeigneter 
ist als die andere. 

Es gibt noch eine Anzahl yon GrSflen, welche wir zur Charakteri- 
sierung des Ertragsgesetzes verwenden kSnnen, n/~mlieh die folgenden: 

e4 x = tier ,,Arbeitskoeffizient" = die Zahl tier Arbeitsstunden, welche 
in einer physisehen Einheit des Gutes ] enthalten sind, wenn 
dieses Gut auf dem Boden X erzeugt wird. 

ojX=der ,,Bodenkoeffizient"=die Zahl der Fl~cheneinheiten, (4) 
welehe in einer Einheit yon j enthalten sind, wenn ] auf dem 
Boden X erzeugt wird. 

Vom prinzipiellen Standpunkt aus ist (4) ebenso wie (2) und (3) ffir 
die Gharakterisierung der Natur des Ertragsgesetzes gleichwertig. Wit 
kSnnen n/~mlich yon dem einen System zum anderen dutch f01gende 
einfache Beziehung tibergehen: 

1 

1 1 (5) 
0 ~  ~ ....... 

Die letzten Formeln gelten ftir jedes Subskript i und jedes Superskript X. 

Die wirkliehe Bedeutung unserer Annahme, dab aUe Ert~agsgesetze 
limitationale Gesetze sind, besteht darin, dal~ aUe Quantit~ten in (2), (3), 
(4), (5) als yon  der gegebenen  Pre i s l age  u n a b h ~ n g i g  angesehen 
werden k~nnen. Im wirklichen Leben wird diese Annahme sehr oft nicht 

Zeltscht. f. NationalSkonollMe, I I L  Bd.~ 1. H. 5 
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g~nzlich zutreffen, aber sie kann 5fters in erster Ann~herung erfiillt sein, 
sehr oft wird die Ver/~nderung der Gr61]en ~ und v (oder, was auf dasselbe 
ffihrt, die Ver/~nderung in irgendeinem der anderen Paare yon Para- 
metern) in engen Grenzen vor sich gehen, die technisch bestimmt shad. 
Bei zwei Faktoren kSnnen wir dies auf die folgende Art und Weise 
graphisch darstellen. 

Betrachten wir ein zweidimensionales Achsensystem. Auf der 
einen Achse messen wir die Quantit~t des einen Faktors und auf der 
anderen Achse die Quantitgt des anderen. Ein Punkt in diesem Dia- 
gramm der Faktoren gibt die Kombinati0n der Faktoren wieder. Wenn 
die Faktoren kontinuierlich teilbar sind, kSnnen wir infolge rein 
technischer Erw~gungen in dem Faktorendiagramm ein be s t immtes  
Gebiet  abgrenzen,  n/~mlich das Gebiet, wo beide Grenzproduk¢ivit~ten 
pos]tiv sind. Irgendein AnpassungsprozeB, der auf der Grundlage eines 
gegebenen Systems yon Preisen durchgefiihrt wird, wird immer zu 
einem Punkt im Innern dieses Gebietes hinfiihren, ganz gleichgiiltig, 
wie das Preissystem im einzelnen Tall beschaffen ist. Wenn das pari- 
passu-Gesetz gilt mad wenn es ein Optimum-Gesetz fiir jeden der Faktoren, 
einzeln betrachtet, gibt, dann wird das in Frage kommende Gebiet ein 
Sektor sein, der zwischen zwei charakteristischen, durch den Ursprung 
des Koordinatensystems gezogenen geraden Linie liegt. Diesen Sektor 
kSnnen wir das S u b s t i t u t i o n s g e b i e t  nennen. Bei drei Faktoren, 
unter Geltung des pari-passu-Gesetzes, wird das Subs~itutionsgebie~ in 
/~hnlicher Weise wie ein KegeI gebfldet sein, aber nicht kreisfSrmig, 
sondern durch drei F1/~chen begrenz~, die sich in drei Rippen schneiden 
(die F1/~chen miissen nicht eben sein). 

Wenn das Substitutionsgebiet sehr schmal ist, was sich bei zwei 
Faktoren dadurch ausdriickt, dab der Winkel zwischen den beiden 
geraden Linien, welche das Substitutionsgebiet begrenzen, sehr klein 
ist, dann ist die MSglichkeit der Ver~nderung fiir den Punkt, der die 
Kombination der Faktoren wiedergibt, sehr beschrgnkt. Stellen wir 
uns nun vor, dab das Gebiet immer schm£1er und schm/~ler wird, so 
n~hern wir uns dem Grenzfall, wo das Gebiet zu einer geraden Linie 
zusammenschrumpft. Dieser GrenzfaU ist gerade jener, wo die beiden 
Faktoren limitational sind. Die Kombination der Faktoren ist nun 
yon der Preisgestaltung unabh/ingig und einzig und allein durch die 
technisch gegebenen Zahlen, etwa ~ und/~, bestimmt. Das ist jener Grenz- 
fall, der die Grundlage vorliegender Untersuchung bildet. 

Der Preis des Gutes Nr. ~, in Dollars ausgedriickt, soil mit P't bezeichnet 
werden, und mit e'~ der Preis, in der Zahl der Arbeitsstunden gemessen, 
mit denen man eine Einheit des Produkts kaufen kann. Da wir 
annehmen, dal3 es nur eine Gattung yon Arbeit gibt, ist es auch 
plausibel anzunehmen, dal3 nur ein Lohnsatz vorkommt. Diesen 
einzigen Lohnsatz nennen wir to. Das heiB~ wir haben 

p'~ =oJ .e', (6) 
und diese Formel bleib~ fiir jedes Subskript giiltig. Im folgenden werden 
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wir sehr h~,ufig aUe Werte nicht in Dollars, sondem dutch die Zahl der 
Arbeit~stunden ausdrficken, um die man das Ding kaufen kann. Daher 
kann e'j einfach als der P re i s  des Gutes ~ angesehen werden. 

Ist der Preis ~'~ gegeben, so k6nnen wir den Begriff des Grenz- 
b o d e n s  fiir das  Gut  ] ableiten. Dies ist ein Stfick Boden, das so be- 
schaffen ist, dab die Erzeugung des flutes ~ auf diesem Boden gerade 
die Arbeitskosten deckt. Das heiBt es gibt ein Stfiek Boden 6/ yon 
soleher Art, dab der Arbeitskoeffizient fiir das Gut 3. auf diesem Stiick 
Boden dem Preis des Gutes 3. (in Arbeitsstunden gemessen) gleich ist, 
es gelte also fiir den Boden G, da~ 

Man muB beachten, dab dieser Begriff des Grenzbodens fiir das Gut 3. 
nur ein potenziel ler-Begriff  ist. Wenn wir sagen, dab G der Grenz- 
boden fiir das Gut 3. ist, so soll dies nicht bedeuten, dab G das ,,letzte" 
Stfick Boden ist, auf den das Gut 3. wi rk l i eh  erzeugt werden wird, 
wenn das Gleichgewieht hergestellt ist. Es karm sehr wohl sein, dab 
das Gut 3. ganz und gar nieht auf G produziert wird, wenn das Gleich~ 
gewicht hergestellt ist. BToch weniger soll dieser Begriff des Grenzbodens 
fiir das Gut 3" mit dem Begriff des Grenzbodens im a l lgeme inen  ver. 
wechselt werden, d. h. mit dem ,,letzten" Stiick Boden, das im Gleich- 
gewichtspunkt wirklieh bebaut wird (gleiehgiiltig welches Gut auf 
diesem Boden erzeugt wird). 

Es besteht die Tatsache, dab dieser Begriff eines ,,letzten" Stiick 
Bodens, ob in bezug auf ein besonderes Gut oder in bezug auf die all. 
gemeine Marktlage, in der Untersuchung verschiedener Giiter auf ver- 
schiedenen Bodenstiieken ziemlich sehwierig zu definieren ist. Ferner 
ist der Begriff ffir den Aufbau der Theorie nicht unentbehrlich. In 
mancher Hinsicht ist die Einfiihrung dieses Begriffes eher ein Hemmnis 
als eine Hilfe. So ]{ann es z. B. geschehen, dab wir eine besondere 
Gr6Be e'~ ffir den Preis des flutes 3. w~llen und es dann kein besonderes 
Stiick Boden gibt, dessen Arbei~skoeffizient (ffir das Gut 3.) gleieh 
¢'j ist. Wollten wir daher den Begriff der Rente definieren, indem 
wir auf den ,,Grenzboden" zuriickgreifen, so wiirde uns das Sehwierig- 
keiten bereiten. Wir miiBten dann das Dasein irgendeines fiktiven 
Stiickes Boden fordern, das einen Arbeitskoeffizienten gleieh mit ~'~ hat. 
Aber all dies ist wirklich fibeffliissig; wir kSnnen die Rente auf eine 
andere ~Veise definieren, die keine Berfihrung mit dem Grenzboden hat. 
Die beiden Definitionen der Rente kSnnen in folgender Form streng 
gegeben werden. 

Die D e f i n i t i o n  der  R e n t e  du rch  den , ,NIehrwert" 
Betrachten wir das Gut ~ auf dem Boden X. Die ,,Mehrwert"- 

definition der Rente stellt Zest, dab die Rente je Fl~cheneinheit gleich 
ist dem Weft des Produkts je Fl~cheneinheit weniger die Arbeitskosten 
je Fl~cheneinheit. Wenn wir alle Werte in Arbeitsstunden messen, so 

5* 
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ist, mit anderen Worten gesagt, die Rente je l~l~eheneinheit, die durch 
die Produktion des Gutes ~ auf dem Boden X entsteht gleieh mit 

o~ = e'1 ~u ~ - -  ~.~. (7) 

Die D e f i n i t i o n  der  R e n t e  d u r c h  den  , , G r e n z b o d e n "  
Beniitzen wir den Begriff des Grenzbodens, so kSnnen wir die Ren~e 

durch folgende Erw~gung definieren, Auf dem Grenzboden fiir das 
Gut ] betragen die Arbeitskosten fiir die erzeugte Einheit e'j und auf 
dem Boden X sind die Arbeitskosten fiir die produzierte Einheit e~ ~ .  
Folglich wird, wenn das Gut ] auf dem Boden X erzeug~ wird, fiir jede 
Einheit (tit ~ e4X) an Arbeitskosten e r s p a r t .  Auf jeder l~l~cheneinheit 
yon X ist folglich die Ersparnis an Arbeitskosten gleich 

d (8) 
Dies ist die Definition der Rente dutch den ,,Grenzboden". Aus 

der Definition der versehiedenen Quantit/iten, welehe in den Formein (7) 
mad (8) vorkommen, kann man leieht ersehen, dab die beiden Definitionen 
identiseh sind. 

Wollen wit die Rente je Fl~eheneinheit in Dollars s ta t t  in Arbeits- 
stunden messen, so miissen wir nur die Ausdriieke (7) und (8) mit dem 
Lohnsatz in Dollars, n~mlieh eo, multiplizieren. 

Man muB bemerken, dab die durch (7) und (8) definierte Rente 
eine N a c h f r a g e r e n t e  des Gutes ~ fiir X ist. Sic ist, mit anderen Worten 
gesagt, ein potentieller Begriff und soll nicht mit der Rente verwechselt 
werden, welche wirklich auf dem Boden X bezahlt wird, wenn das 
Gleichgewicht des Marktes hergestellt ist. Letztere Gr6Be k6nnen wir 
die G l e i e h g e w i c h t s r e n t e  auf X nennen. Wir werden sie mit ~x 
bezeichnen. 

Die Gleiehgewichtsrente ~ r  muB einleuehtenderweise folgende 
Bedingung effiillen: Wenn wir in den Ausdruck (7) (oder, was auf das- 
selbe hinausl~uft, (8)) die Gleichgewichtspreise e'l, e '~.. ,  einfiihren und 
eine (oder mehrere) yon den Gr6Ben ~1 x,  ~ . . . ,  die wit so gewonnen 
haben, positiv sind, so muB die Gleichgewichtsrente ax  mit der gr6Bten 
yon den Quantit~ten ~1 X, a~r . . . .  gleich sein. Wenn aber keine der 
so gewonnenen m~glichen Renten positiv ist, muB die Gleichgewichts- 
rente a x gleich Null sein. Wir k~nnen dies formulieren, indem wir das 
folgende P r i n z i p  de r  G l e i e h g e w i c h t s r e n t e  aufstellen: 

a x  = 3 I a ~  [0, a l x .  . . a,,x] (9) 
Es gibt noeh ein anderes Prinzip beziiglich der Rente, das mit Nutzen 

aufgestellt werden kann: Wenn die Gleiehgewichtsrente auf dem Stiick 
Boden X posi t iv is t ,  d. h. wenn wirklieh eine positive Rente yon X 
gezahlt wird, sobald das Gleichgewicht hergestellt ist, dann miissen 
wir annehmen, dab das gesamte Bodenstiick X ausgeniitzt wird. Die 
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Situation, in der ein Teil yon X nicht bebaut wird, is~ damit unver- 
tr~glich, dab eine positive Rente auf einem anderen Teil yon X bezahlt 
wird. Dies folgt einfach aus unserer Annahme, dab das Stiick Boden X 
homogen ist, und dab freie Konkurrenz herrscht. Dieses Prinzip wollen 
wir das P r i n z i p  d e r  v o l l s t ~ n d i g e n  A u s n i i t z u n g  nennen. Wir 
kSnnen es dureh folgende Formel ausdriieken: 

~x [ o x _  ( o ~  + . . .  + o . x ) ]  = 0 (10) 

wobei O x die gesamte Bodenfl~che yon X bezeichnet und O ~ . . . 0 ~  :x 
die Ft~ehen yon X, die wirklich fiir die Produktion tier Giiter Nr. 1 . . . n  
im Gleichgewichtspunkt beniitzt werden. Hiezu sei bemerkt,  dab (10) 
nieht den Gedanken ausdriiekt, da~ X immer zur G~nze ausgeniitzt 
werde. Es wird nur festgestellt, da~ dies so sein mul3, wenn a X sieh yon 
Null unterseheidet. Wenn a x  gleich Null ist, dann folgt nieht aus (10), 
da~ 0 X = 0 ~  + . . . .  + 0 , ,  x .  

III. Ein Stflck Boden und zwei Gfiter 
Wir gehen nun daran, z u erSrtern, wie sieh das Gleiehgewieht her- 

stellen wird, wenn wir ein Stiick Boden A und zwei Giiter Nr. 1 und 2 
haben, welche miteinander um A i m  Wettstrei t  liegen. Welches yon 
den beiden Giitern bei dieser Konkurrenz die Oberhand behalten wird, 
das wird yon dem Preis der beiden Gfiter abh£ngen. Wenn diese Preise 
sich ver~ndern, wird eine Charakteristisehe Veranderung in der Pro- 
duktionslage eintreten. Das Wesen dieser Ver~nderung kann in fclgender 
Weise graphisch dargestellt werden. 

Wir konstruieren ein 
zweidimensionales Dia- 
gramm. Entlang der hori- 
zontalen Achse messen wir 
den Preis e' 1 des Gutes Nr. 1 
und auf der vertikalen Achse 
messen wit den Preis e' 2 des 
Gutes Nr. 2. Ein Punkt  in 
diesem Diagramm bezeiehnet 
eine bestimmte Preislage. 
Eine bestimmte Bewegung 
des Preispunktes im Dia- 
gramm wird eine bestimmte 
Entwicklung der Preislage 
wiedergeben. 

Es gibt in dem Dia- 
gramm einen gewissen Punkt ,  
der besonderes Interesse er- 
weckt, n~mlich der Punkt ,  
dessen Koordinaten folgende 
sind: 

Vakuumfetd 

0 e; 

Dorn/na~'ona~ld 

Abb. 1 
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/~ra (11) 

d. h. der Punkt ,  dessen Koordinaten dem Arbeitskoeffizienten for 1 und 
dem Arbeitskoeffizienten for 2, beides auf A, gleich sind. Diesen Punkt  
wo]len wir den G r e n z p u n k t  a u f  A nennen. In  Abb. 1 is~ er mit M 
bezeichnet. 

Das Reehteck in Abb. 1, dessen gegenfiberliegende Eeken der 
Ursprung 0 und der Grenzpunkt M sind, und dessen zwei Seiten in den 
Koordinatenachsen liegen, werden wir das V a k u u m f e l d  auf A nenne~. 
Wenn der Preispunkt in dem Vakuumfeld liegt, dann wird es weder 
m6glieh sein 1 noch 2 zu erzeugen, selbst dann nicht, wenn das Land 
spesenfrei zur Vefffigung steht. In  diesem Fall decken die Preise der 
Gfiter selbst die Arbeitskosten nicht. Die senkrechte Linie yon M auf 
die e1'-Aehse werden wir die G r e n z l i n i e  fOr 1 a u / A  nennen. In  Abb. 1 
ist diese Linie mit 3/1 bezeiehnet. Die Senkrechte yon 3 /  auf die e' n- 
Achse werden wir die Grenzlinie fOr 2 auf A nennen. In  Abb. 1 ist sie 
mit M n bezeichnet. 

Wenn der Preispunkt auf ~kf x (abet nicht im Punkt  M) liegt, dann 
ist A Grenzboden fOr 1, w~hrend der Preis yon 2 nieht einmal die 
Arbeitskosten deckt. Wenn der Preispunkt auf 3/n (aber nicht in 3/) 
gelegen ist, haben wir die ~ntgegengesetzte Situation. Wenn der Preis- 
punkt  gerade im Punkt  M liegt, dann ist A gleichzeitig Grenzboden 
for 1 und 2. 

Wir woUen annehmen, da~ die ganze Nachfrage nach 1 verschwindet, 
wenn der Preis yon 1 fiber eine bestimmte Grenze ezmax w~chst. Ent-  
spreehend nehmen wit aueh eine bestimmte Grenze e= ~n=~ for den Preis 
yon 2 an. Nun sei T der Pnn]ct in dem Preisdiagramm, der die ent- 
sprechenden Koordinaten ex~z  und e ~  x hat. Diesen Punkt  woUen wit 
den F l u e h t p u n k t  (vanishing point) nennen. Das Rechteek, dessen gegen- 
fiberliegende Eeken O und 2' sind und yon dem zwei Seiten in den e z'- und 
en'-Aehsen liegen, werden wir das l ~ a e h f r a g e r e c h t e c k  nennen. WJr 
k6nnen annehmen, dab el ~ z  ~ el~ und ebenso, dab e2 max ~ e~ ~ Wir 
nehmen, mi t  anderen Worten gesagt, an, dal~ T fiber und reehts yon M 
liegt. Wenn e~ 'nax < ezA, so bedeutet das, daJ~ die Nachfrage nach 1 schon 
verschwindet, noch bevor der Preis yon 1 jenes I~iveau erreicht hat, 
in dem die Arbeitskosten gedeckt sind. In  diesem Falle k6nnen wir 
einfaeh yon dem Gute 1 g~nzlich absehen. Die Untersuchung wfirde 
sieh, anders ausgedrfickt, auf die Untersuchung des Preisbildungs- 
vorganges des GuLes 2 aUein besehr&nken. Eine i~hnliche Erw~tgung 
grefft Platz, wenn e ~ <  e~ ~. 

Betrachten wit nun die Verteilung der zwei Nachffagerenten al ~ 
und ~2 ~ fiber die versehiedenen Punkte im Preisdiagramm. Mit jedem 
Punkt  (el' , e=') im Preisdiagrsmm ist einleuehtenderweise ~ eine bestimmte 
Gr6~e yon ~ und ebenso eine bestimmte Gr6J~e yon ~z ~ verbunden, 
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wobei diese beiden Gr6Ben durch die Formel (7) gegeben sind. Um die 
Ver~flung der Rentenwerte zu untersuehen, ziehen wit yon dem Grenz- 
punkt M i m  Preisdiagramm eine gerade Linie, deren Riehtungskoeffi- 
zienten (ol a, oz a) sind. Die beiden Zahlen o~  und o~ a sind die Boden- 
koeffizienten auf A, welehe naeh unserer Voraussetzung teehniseh ge- 
geben sind. Die gerade Linie durch M, die wir hier betrachten, stellt 
alle jene Preispunkte (ex', %') dar, ffir welche 

eq - -  e~______Aa _ e ' ~ - -  e ~  (12) 
O1AI 02.d 

d. h. diese Linie steUt solehe Preispunkte dar, bei denen a ~  = ~ ,  mit 
anderen Worten, solche Punkte, wo die beiden Gfiter dieselbe R e n t e  
je F l ~ e h e n e i n h e i t  bezah len  k6nnen.  Es sei S der Punkt, wo diese 
Linie aus dem Nachfragerechteck heraustritt. Dieser Punkt muB ent- 
weder auf der Vertikalen (el '=el ~r~x) oder auf der Horizontalen 
(e'~=e~ ~) gelegen sein. Die gera~le Linie (MS) wollen wir die 
Te i lungs l in ie  auf  A nennen. In jedem Punkt dieser Linie stehen 
die beiden Gfiter gleich stark im Wettbewerb um A. 

Im Anfangspunkt der Teilungslinie M i s t  die angebotene Rente 
(sowohl ffir 1 als aueh fiir 2) gleich Null, und wenn wit uns 1/~ngs der 
Teflungslinie in der Richtung nach S bewegen, beriihren wir nach- 
einander Preispunk~e, wo die Rente st~ndig steigt. Wir k6nnen uns 
vors~llen, dab wir entlang der Teilungslinie eine Skala anlegen und 
auf dieser die H6he der Rente in jedem Punkt angeben. Diese Skala 
wird eine gew6hnliche arithmetische Skala mit gleichen Abst~nden 
zwischen den aufeinandeffolgenden Ablesepunkten sein. Wenn wir den 
Abstand yon M, l~ngs der Teilungslinie gemessen, verdoppe]n, ver- 
dreifachen, vervierfachen usw., werden wir n/~mlich auch die Rente 
verdoppeln, verdreifachen, vervierfaehen usw. Dies folgt unmittelbar 
aus der Formel (7). 

Den Teil des Nachfragerechteekes, der unter der Teflungslinie und 
rechts yon ihr liegt, werden wir das D o m i n a t i o n s f e l d  (domination 
field) ffir 1 auf A nennen und ihn mit D 1 bezeichnen; den Tefl des Nach. 
fragerechteekes aber, der fiber der Teilungslinie und links yon ihr liegt, 
werden wir das Dominationsfeld ffir 2 auf A nennen und mit D~ bezeichnen. 
Wenn der Preispunkt innerhalb D 1 liegt, dann kann das Gut 1 eine Ren~e 
fi~ die Fl~cheneinheit bezahlen, die positiv ist (dann deckt der Preis 
yon 1 mehr als die Kosten), und diese positive Rente ist noch dazu 
gr6Ber als die Rente, die das Gut 2 bei dieser Preislage hervorbringen 
karat. Daher kommt der Name Dominationsfeld fiir 1. Bei D 2 haben 
wir die entgegengesetzte Situation. 

Wenn wir mit einem Preispunkt beginnen, der innerhalb yon D x 
gelegen ist, und diesen Punkt sich gegen die Teflungslinie hinbewegen 
lassen, so wird die Vorherrschaft yon 1 immer germger, weft die Konkurrenz 
yon 2 sieh immer mehr fiihlbar zu maehen beginnt. Lassen wir aber den 
Punkt sieh nicht in die Richtung gegen die Teilungslinie zu bewegen, 
sondern nach M 1 bin, so wird die Stellung des Gutms 1 geschw~cht, 
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nieht weft der Wettbewerb des Gutes 2 um A fiihlbar wird, sondern weft 
der ~berschuB fiber die eigenen Arbeitskosten des Gutes 1 versehwindet. 

Die Abb. 1 wollen wir das Te i lungsb i ld  ffir A nennen. Die 
Zeichnung der Linien in Abb. 1, die aus den zwei Grenzlinien und der 
Teilungslinie besteht, wollen wir die Te i lungsze i ehnung  fiir A 
nennen. Das Achsensystem (ea' , e~') werden wir weiterhln das Preis- 
diagramm nennen. 

Unter Beniitzung der beiden oben dargelegten Prinzipien, n~mlich 
des Prlnzlps der Gleichgewiehtsrente und des Prinzips der vollst~ndigen 
Ausnfi~ung, kSnnen wir nun mit jedem Punkt im Preisdiagramm eine 
bestimmte Lage in bezug auf die Ausniitzung yon A verbinden. Wenn 
wir nur die Produktionsbedingungen in Betracht ziehen, kommen wir 
zu folgenden Ergebnissen: 

In jedem Punkt innerhalb yon D 1 wird A immer vollst~ndig aus- 
genfitzt sein, wobei 1 das einzige Gut ist, das auf A erzeugt wird. Und 
in jedem Pnnkt innerhalb yon D~ wird A ebenfalls zur G~nze ausgenfitzt 
werden, aber nun zur aussehlieBlichen Produktion des Gutes 2. 

In einem Punkt auf der Teilungslinie wird A ebenfalls vollst~ndig 
ausgeniitzt werden, aber in diesem Falle entweder nut ffir die Produktion 
des Gutes 1 oder nur des Gutes 2, oder A kann aueh in einem gewissen, 
ietzt noeh nieht bestimmbaren Verh~Lltnis zwisehen 1 und 2 get, fit sein. 

Ferne~ sehen wit, dab in jedem Punkt der Linie M 1 A entweder 
ganz oder teflweise ausgeniitzt wird. Wenn A g~nzlieh ausgenfitzt wird, 
gesehieht dies nur zur Erzeugung des Gutes 1. Das Gut 2 wird auf A 
niemals erzeugt werden, wenn der Preispunkt auf der Linie M x (auBer- 
halb des Grenzpunk~es M) liegt. Auf jedem Punkt der Linie M s haben 
wir ebenfaUs die Situation, daB A entweder zur G~nze oder teilweise 
ausgeniitzt wird. Wenn A zur G~nze ausgenfitzt w£rd, so geschieht es 
nun ffir die Erzeugung des Gutes 2. Im Punkt M liegt ebenfalls die 
Situation vor, dab A entweder zur G~nze oder teilweise ausgeniitzt wird. 
Dies kann entweder zur ausschliel]lichen Erzeugung des Gutes 1 oder 
aussehlieBtieh zur Erzeugung des Gutes 2 gesehehen oder teilweise ffir 
das Gut 1 und teflweise zur Erzeugung yon 2. ])as Verh~ltnis, in 
dem A zwisehen 1 und 2 geteilt wird, ist jetzt noch nicht bestimmt, 
abet wird sparer dureh Kenntnisnahme der Bedingungen auf der Naeh- 
frageseite bestimmt werclen. 

In jedem Punkt des Vakuumfeldes wird A weder zur Erzeugung 
yon 1 noch yon 2 verwendet werden. 

Auf der Grundlage der bisher entwiekelten Prinzipien kSnnen wir 
nun zwei Funktionen konstruieren, welche ausdriicken, wie das Angebot 
der beiden G~ter sich mit den Preisen (e'l, e'~) ver~ndert. Das Angebot 
der beiden Gfiter wird in dem Sinne korreliert sein, daB die angebotene 
Menge yon 1 nicht nur yon dem Preis des Gutes 1, sondern auch yon 
dem Preise des Gutes 2 abh~ngig ist. Dasselbe gilt ffir die angebotene 
Menge yon 2. 

In jedem Punkt innerhalb yon D~ wird die angebotene Menge 
yon 2 eine Konstante sein, n~mlieh 



Einige Punkte einer Preistheorie 73 

w o b e i / ~  die gegebene Zahl, welche das Produkt yon 2 auf A ~e Fl~ehen- 
einheit ausdriiekt und 0 A die gesamte Bodenfl/~ehe yon A ist; letztere 
ist ebenfalls gegeben. 

Auf der GrenzIinle M~, auf der Teflungslinie M S und in dem Punkt M 
liegt die angebotene Menge zwisehen der dureh (13) gegebenen Grenze 
und der Grenze u2---O, abet innerhalb dieser beiden Grenzen is~ sie 
noch unbestimmt. An jeder anderen Stelle im Preisdiagramm wird 
die angebotene YIenge yon 2 gleieh Null sein. 

Wenn wit die in dieser Weise bestimmte Angebotsfunktion fiir das 
Gut 2 dutch eine l~l/~ehe 
wiedergeben, erhalten wit die 
Zeiehnung in Abb. 2 

Dies will besagen, dab die 
Angebotsfl~ehe des Gutes 2 
die Form einer iiberall gleieh 
hohen Sehachtel hat, welehe 
das Dominationsfeld D~ be- 
deekt und deren Seiten senk. 
reeht auf der Teflungslinie 
und der Grenzlinie fiir 2 
stehen. Die HShe dieser ~ e~ 
Schachtel is~ der dureh (13) Abb. 2 
bestimmten Quantit~t gleich. 
Die Angebotsfl~che fiir 1 wird aus einer ~hnllehen Schachtel bestehen, 
welche das Dominationsfeld D I bedeckt. 

Wir wollen nun iiberlegen, wie diese Konstruktion mit einer Unter- 
suehung der charakteristischen Erseheinungen auf der Nachfrageseite 
kombinier~ werden kann. Wenn der Preispunkt entweder innerhalb 
yon D~ oder auf der Linie M~. (aber au~rhalb yon M) gelegen ist, dann 
ist, wie wir bereits gesehen haben, das Gut 1 yon der Produktion aus- 
gesehlossen. Doch zur selben Zeit besteht eine wirksame Nachfrage 
nach 1. In der Tat lieg~ der Preispunkt, der in Frage kommt, innerhalb 
des Nachfragereehteekes. Ke'm Punkt in D~oder  auf M~ (aut]erha~b 
yon M) kann daher ein Gleiehgewieh~spunkt sein. Dasselbe gilt aueh 
ffir einen Punkt, der en~weder innerhalb yon D 1 oder auf M 1 (au~erhalb 
yon M) gelegen ist. 

E in  P u n k t ,  der  ein G l e i e h g e w i c h t s p u n k t  des  P re i s e s  se in  
soll, muB i n f o l g e d e s s e n  auf  der  Lin ie  (MET) der  Abb.  1 
llegen. Diese Linie wollen wir daher die YISgHchkei ts l in ie  nennen. 

Wir haben auf diese Weise das Problem auf fo!gendes reduziert: 
In welchem Punkt der M6gliehkeitsHn~e wird sieh das Preisgleich- 
gewicht festsetzen ? Dies wird yon der gesamten Bodenfl~che yon A 
abh~ngen. Wir woUen nun zeigen, wie die endgfiltige Festlegung des 
Preisgleichgewichtes dutch Kenntnis dieser Bodenfl~che bestimmt 
werden kann. 



74 R. Frisch: 

In jedem Punkt der MSglichkeitslinie ist die Preislage festgelegt. 
Daher ist auch dutch die Nachfragefunktionen festgesetzt, wieviel 
yon den beiden Giitern erzeugt werden muB, um die Nachfrage zu 
befriedigen, lWolglich ist auch festgelegt, wieviel Boden bei dieser Preis- 
lage gebraucht wird. I)aher ist mit jedem Punkt entlang der MSglich- 
keitslinie eine bes~immte Gr6Be der Bodenfl/iche verbunden, welche bei 
dieser Preislage gebraucht wird. Diese Bodenfl~che ist in M am grSBten, 
weft bier die Preise der Giiter am niedrigs~en sind, so dab wir die grSBten 
Quantit/~ten der beiden Giiter brauchen, um die Nachfrage zu befrledigen. 
Die nachgefragte Bodenfl£che wird sich vermindern, wenn wir uns i/~ngs 
der MSglichkeitslinie yon M nach S und dann nach T h i n  bewegen. 
In T ist die nachgeffagte Bodenfl~che Null, weft hier sowohl die Nach- 
frage nach dem Gut 1 als auch nach dem Gut 2 verschwindet. Wir 
kSnnen uns vorsteUen, dab wir entlang der M6glichkeitslinie yon M 
nach S und dann nach T eine Skala anlegen, auf der wit vermerken, 
wie groB ffir jeden Punkt die nachgefragte Bodenfl~che ist. Der Abstand 
zwischen den Teilungspunkten auf dieser Skal~ wird nicht gleich groB 
sein, sondern sich nach einem bestimmten Gesetz ver~ndern, das yon 
der Natur der Nachfrage abh~ngt. 

In jedem Punkt der MSglichkeitslinie ist ebenfaUs bestimmt, wie 
groB die Rente fiir die I~l~cheneinheit sein miiflim, wenn dieser Preis- 
punkt ein Gleichgewichtspunkt sein soUte. Die Ver~nderung dieser 
Rente ist durch die oben betrachtete Skala entlang (M S T) gegeben. 
Entlang (M S) ist die Rente je l~l~cheneinheit fiir das Gut 1 und 2 
gleich groB. Entlang (S T) haben wir nut yon der Rente fiir 2 Kenntnis 
zu nehmen, da bier 1 yore Wettbewerb ausgeschlossen ist. Die Ab- 
bfldung kSnnte natfirlich auch so ge~eichnet sein, dal] (8 T) auf der 
oberen, waagrechten Seite des Nachfragerechteckes l~ge. In diesem Falle 
w~re es das Gut 2 gewesen, das entlang (S T) ausgeschieden worden 
w/~re. Welche yon den beiden MSglichkeiten im Einzeffall vorliegt, 
h/~ngt yon dem technischen Koeffizienten ab. 

Die Ver/~nderung der  R e n t e  e n t l a n g  der  M6gl ichke i t s l in ie  
vo l l z i eh t  s ich nach  der  e n t g e g e n g e s e t z t e n  R i c h t u n g  wie die 
Ver/~nderung der lqachfrage  nach  der Bodenf lgche .  Die Rente 
je Fl/icheneinheit ist in T am h6chsten. Wir kSnnen dies so betrachten, 
wie wenn die Rente bier prohibitiv wirkte und es unm6glich machte, 
mit tier Erzeugung der Giiter zu beginnen. Von T an sinkt die Rente, 
wenn wir uns in der Richtung nach S und dann nach M bin bewegen. 
In M wird die Rente gleich Null. Nun haben wir zwei Skalen entlang 
(M S T), wovon die eine die Rente und die andere die Bodenfl~che 
wiedergibt. Diese beiden Skalen definieren eine bestimmte Kovariation 
zwischen der Rente je Flacheneinheit und der Bodenfl/~che, nach der 
bei dieser Rente Nachfrage besteht. Diese Kovariation ist nichts anderes 
als eine gew6hnliche Iqachfragetabelle nach der Bodenfl/~che. Diese in 
Frage stehende Naehfragetabelle kann genauer folgendermaBen aus- 
gedriickt werden: 
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0 = o~4 "~01 (o14 a + el 4)  + 024 "~/2 (o24 ~ + e ~ ) ,  (14) 

wo 0 die nachgeffagte Bodenfl~che, a die Rente je Fl~cheneinheit und 

u l  = ~ol (e' l)  u~ = ~ (e'2) (15)  

die Nachfragefunktionen fiir die einzelnen Giiter sind. Wir haben hier 
angenommen, dab die Nachfragen nach den beiden Giitern voneinander 
unabh~ngig sind, aber es w~re nicht schwierig, unsere Beweisfiihrung 
fiir den Fall zu verallgemeinern, wo die beiden Nachfragen voneinander 
abh~ngen. 

Die Nachfragetabelle nach der Bodenfl~che, welche dureh Formel (14) 
gegeben ist, kann graphisch dureh eine Nachiragelvlrve yore iiblichen 
Typus wiedergegeben werden. Wit 
Abb. 3 wiedergegeben ist. 

Auf der Vertikalachse dieser 
Abbfldung messen w£r die Gr6Be a 
der Rente je Ft~eheneinheit und ~uf 
der Horizontalachse die GrSBe 0 der 
Bodenfl~che, welche bei dieser Rente 
nachgefragt wird. Weil die gesamte 
Bodenfl~he 0 ~ yon A gegeben ist, 
gibt es einen und nur einen Punk~, 
der als Gleichgewichtspunkt be- 
stimmt ist, n~mlieh den Punkt L, 
wo die vertikale Linie auf den 
Punkt 0 4 der Abszisse die Nach- 
fragekurve sehneidet. Wenn 0 4 
gr61]er ist als der Punkt M der 

erhalten dann ein Bfld, wie es in  

i (Bodenrente) 

7" 

(nachyefPa.g'te ,~ 

0 A 2//Bodenfl~che) 

A b b .  3 

Abszisse, in dem die Nachfragekurve die O-Achse sehneidet, dann ist die 
Rente je Fl~cheneinheit gleich Null und ein Tefl der gesam~en Boden- 
fl~che wird nicht ausgeniitzt werden. In diesem Falle zeigt der ganze 
Preismechanismus nur das Spiel zwischen den Arbeitskosten und der 
Nachfrage naeh den beiden Giitern. 

IV.  E i n  S t f l c k  B o d e n  u n d  d r e i  G f l t e r  

Haben wir drei Giiter, welche miteinander um ein Stiick Boden 
in We~tbewerb stehen, so erhalten wir eine dreidimensionale Tellungs- 
figur, wie sie Abb. 4 zeigt. 

])as Vakuumfeld wird in diesem Fall eine Schachtel mit den drei 
Achsen (e'l, e'~, e's) als den clrei Seiten, welche sich in einer Ecke schneiden, 
die gleiehzeitig der Ursprung O des dreidimensionalen Achsensystems 
ist. Die Ecke dieser Sehachtel, welche 0 gegeniiberliegt, ist der Grenz- 
punkt M. Die Teflungslinie ist die gerade Linie im Raum, die yon M 
ausgeht und durch folgende Gleichungen bestimmt ist:  

e'l - -  el_____~ ~ = e's - -  e2______~ ~ = e ' s - -  e34 (16) 
01 "4 02 ̀4 OSA 
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d. h. durch die Gleiehungen 

Wenn wir die drei Gleichun- 
gen: 

al ~ = ~ J  (17) 

gesondert betrachten, so haben 
~e/ wir die Bestimmung der drei 

Teilungsebenen, welehe alle 
A b b .  4 

durch die Teilungsllnle gehen. 
Diese drei Ebenen bilden zusammen mit den Koordinatenebenen drei 
trichterf6rmige R~ume, die die entspreehenden Domina~ionsfelder fiir 
die Giiter 1, 2, 3 sind (vgl. hiezu Abb. 4). 

Wir k6nnen uns auch vorstellen, dab wir in Abb. 4 eine Sehaehtel 
konstruieren, welehe diejenigen Preise repr~entiert, bei denen die Naeh- 
frage naeh allen drei Giitern noeh wi rksam ist. Ebenso wie wir in dem 
Falle mit zwei Variablen angenommen haben, dab das Vakuumfeld zur 
G~nze in dem Nachfragerechteek elngeschlossen sei, k6nnen wir nun 
annehmen, dab die ,,Vakuumsehachtel" ganz in der ,Nachfrageschachtel" 
eingeschlossen ist. Wenn es sich nicht so verhielte, so h~tten wir einfach 
eine Situation, wo eines (oder mehrere) yon den in Frage stehenden 
Giitern gar nicht erzeugt werden k6nnte, weil die Naehfrage sehon ver- 
schwunden ist, ehe der Preis geniigend hoch ist, um die Arbeitskosten 
zu decken. Es kann, mit anderen Worten gesagt, das betreffende Gut 
aus unserer Betrachtung g~nzlich ausgeschieden werden, da sich 
das Problem auf das Problem mit zwei Giitern reduziert. Wenn dies 
der Fall ist, so kSnnen wir annehmen, dab die Teilungslinie aus der 
Nachfragesehachtel dutch eine Wand dieser Sehachtel hinaustritt; es 
sei ~ der Punkt, wo sie austritt, 

])as Gebiet der M~glichkeit wird nun durch die Teilungslinie (M 8) 
und einen gewissen Tell der Naehfragewand gebildet, dureh die die 
Teilungs]inle hinaustritt. Wenn wir das Problem noeh weiter verein- 
fachen, so k6nnen wit die Untersuehung auf den Fall einsehr~nken, 
in dem das Gebiet der M6glichkeit nur aus der Teflungslinie (M S) besteht. 
Wir k6nnen annehmen, es liege ein solcher Fall vor, dal3, wenn der Gleich- 
gewiehtspunkt erreicht ist, alle drei in ~rage stehenden Giiter wi rk l ieh  
e rzeug t  werden.  Wir sehen, mit anderen Worten gesagt, yon dem 
Fall ab, wo eines der Giiter volls~ndig yore Markt verschwindet, wenn 
der Gleiehgewichtspunkt erreieht ist. Dies will besagen, dab wir nieht 
allein yon dem Fall absehen, wenn ein Gut verschwindet, weft es keinen 
Ort gibt, woes eine positive Rente hervorbringt (d. h. weft die Vakuum- 
schachtel aus der Nachfrageschachtel in der Richtung der Preisachse 
dieses Gutes hinaustritt), sondern wir sehen aueh yon dem Fall ab, 
wo eines yon den Giitern versehwindet, well es keinen Ort gibt, woes  
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eine Rente hervorbringen kann, die so hoch ist wie die Renten, welehe 
die mit ibm konkurrierenden Giiter darbieten (d. h. wir sehen yon dem 
Fall ab, wo das Gleiehgewlcht in einem Punkt stattfindet, der in einer 
der Nachfragew~nde liegt). Wenn diese Armahme gemacht wird, dann 
besteht das M6gliehkeitsgebiet nur aus der Teflungslinie (M S). 

Was yon der Untersuehung in dem Fall fibrigbleibt, wenn drei 
Giiter miteinander um ein Stiick Land im Wettbewerb stehen, ist einfaeh. 
Es ist vollkommen ~hnlich der Untersuehung des Falles yon zwei Gfitern. 
Wir vermerken, daB mit jedem Punkt auf der Teilungslinie (M S) aueh 
in diesem dreidimensionalen Fall eine bestimmte Gr6Be der Grundrente 
verbunden ist, n~mlich die Gr6Be, welche dureh die Rentenformel (8) 
gegeben ist. (Entlang der Teflungslinie ist die Rente fiir die verschiedenen 
Gfiter, naeh Formel (8) berechnet, gleieh groB. In dieser Gleichheit 
liegt gerade die Definition der Teflungslinie.) Fernerhin bemerken wir, 
dab mit jedem Punkt der Teflungslinie eine bestimmte Gr6Be der Gesamt- 
fl~ehe verbunden ist, n~mlieh die Gesamtfl~ehe, welehe benutzt werden 
miiflte, wenn die Naehfragen naeh den drei Giitern, wie sie dureh die 
Nachfragefunktionen bestimmt sind, beffiedigt werden sollten. Dies 
gibt uns eine Nachfragekurve ffir die Bodenfl~ehe und die Kombination 
zwisehen dieser Naehfragekurve und der gesamten Bodenfl~ehe 0 4, 
welehe als gegeben angenommen ist, fiihrt zu einer einzigen L6sung des 
Gleiehgewiehtsproblems. Die Verallgemeinerung dieser Untersuchung 
fiir den Fall yon n Gfitern, die um ein Stfick Boden im Wettbewerb 
stehen, ist ganz auf der Hand liegend. 

V. Zwei Stflck Boden 
Wit gehen nun zu dem Fall fiber, wo wir zwei Stficke Boden haben. 

In diesem Falle wird die besondere graphische Darstellung, deren wir 
nns bedient haben, ganz besonders niitzlich sein. 

In dem Fall yon zwei Giitern, 1 und 2, die um zwei Stfiek Boden, 
A und B, im Wettbewerb stehen, erhalten wir die in Abb. 5 wieder- 
gegebene Lage. 

Der ~ste  Quadrant in Abb. 5 ist das Preisdiagramm. Hier haben 
wir die Teilungszeichnung fiir A und die Teflungszeichnung ffir B wieder- 
gegeben. Die linke Horizontalachse repr~sentiert die erzeugte Quantit~t 
des Gutes 2, so dab der zweite Quadrant (der Quadrant in der oberen 
Ecke links) ein Achsensystem ist, wo die Naehfragekurve fiir 2 gezeiehnet 
werden kann. Diese Kurve sei E2. 

~------~nlich k6nnen wir die Nachfragekurve fiir 1 im vierten Quadranten 
(in dcm Quadranten rechts unten) wledergeben. Sie sei E 1. Hiezu 
muB man bemerken, dab die positive ul-Aehse nach unten und die positive 
u2-Achse nach links geht. 

Es seien A und B in Abb. 5 die Grenzpunkte auf den entspreehenden 
Bodenstficken A und B. Ziehen wir eine horizontale Linie yon A nach 
links, bis wir einen Abstand yon der e'~.Achse erreiehen, der der Quantit~t 
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yon 2 gleich ist, die auf A erzeugt werden kann, wenn das ganze A zur 
Produktion yon 2 benutzt wird. Ist dieser Punkt erreicht, so wenden wir 
unsere Linie nach oben und setzen sie gerade mud vertikal fort. Hie- 
durch erhalten wit die mit A 2 bezeichnete gebrochene Linie im zweiten 
Quadranten. Diese Linie gibt das Angebot yon 2 wieder, das yon A 
kommt, vorausgesetzt, dal3 der Preispunkt innerhalb des Dominations- 
feldes fiir 2 auf A gelegen ist. In ~hnlicher Weise gibt die Kurve Ba 
im zweiten Quadranten das Angebot des Gutes 2 wieder, das yon B 
kommt, wenn der Preispunkt in dem Dominationsfeld fiir 2 auf B gelegen 
ist. Die Kurve (A B)2 gibt die Zusammenfassung der beiden Angebots- 
kurven A 2 und B~ wieder. Die Kurve (A B)~ ist also fiir den Fall 
giiltig, wenn der Preispunkt gleichzeitig in dem Dominationsfeld fiir 2 
auf A und fiir 2 auf B gelegen ist. Dieser Tell des Preisdiagramms ist 
in Abb. 5 mit VI bezeichnet. ~anlich haben wir im vierten Quadranten 
die Kurven A1, B 1 und (A B)l. 

Wir wollen nun sehen, wie wir zun~chst durch eine Untersuchung 
der Abb. 5 ein gewisses M S g l i c h k e i t s g e b i e t  und dann einen bestimmten 
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Punkt innerhalb dieses Gebietes bestimmen k6nnen, wo das Gleieh- 
gewieht eintreten muB. Betrachten wir nacheinander die seehs Teile I 
his VI im Preisdiagramm. 

I i s t  sowohl fiir A als aueh fiir B ein Vakuumfeld. Daher 
ist es unm6glich, dab das Gleichgewicht des Preises sich im Innern dieses 
Gebietes herstelle. Aueh auf der oberen (horizontalen) Grenzlinie des 
Gebietes I kann sich der Gleiehgewichtspunkt unm6glich festsetzen, 
denn wenn der Gleichgewichtspunkt auf dieser Linie gelegen w~re, dann 
mii~te E~ die Kurve B~ im niedrigeren horizontalen Teil yon B~ sehneiden, 
und dies ist bei der in Abb. 5 wiedergegebenen Lage nieht der Fall. 
Aus einem analogen Grund ist auch die reehte (vertikale) Grenzlinie des 
Gebietes I ausgeschlossen. 

Im Innern yon II  kann sich ebenfalls unmSglieh das Gleichgewicht 
festlegen, unter anderem deshalb, weft fiir jeden Preispunkt im Ge- 
bier I I  die Kurve B 1 unter der Kurve E 1 gelegen ist. Wenn sieh daher 
der Gleiehgewiehtspunkt im Innern yon I I  festsetzt, dann wiirde eine 
bestimmte Quantit~t des "Gutes 1 (n~mlieh auf B) erzeugt werden, 
aber nieht genug, um die Naehfrage naeh 1 zu deeken. Auf der reehten 
Grenzlinie yon II  kommt die Produktion yon 1 auf A zu dem Angebot 
yon I dazu. Dies hat als Wirkung das Ergebnis, dab wjr genug yon 1 
bekommen, um der Naehfrage naeh 1 zu begegnen; die Kurve E 1 schneider 
n~mlieh den vertikalen Tell yon (A B)I, aber der Preispunkt kann sich 
niehtsdesteweniger doch nicht auf der reehten Grenzlinie yon I I  fest- 
setzen, weft hier in jedem Punkt (auBerhalb yon A) das Gut 2 nicht 
erzeugt werden kann, w~hrend in einem solehen Punkt doeh eine wirk- 
same Nachfrage naeh 2 besteht. Der einzige zweifelhafte Punkt in der 
rechten Grenzlinie des Gebietes II  ist der Punkt A. Mit diesem Punkt 
werden wir uns sp£ter beseh~ftigen. 

Dureh eine ~hnliehe Beweisffihrung linden wir, dab sich das Gleich- 
gewieht nieht in den Teflen III,  IV, V oder VI bilden kann. ])as einzige 
Gebiet, das iibrig bleibt, ist VII einsehlieBlieh seiner Grenzlinien. Dieses 
Gebie t  wird  j e t z t  das M6gl iehke i t sgeb ie t .  In dem Falle yon zwei 
Giitern auf einem Stfiek Boden haben wir gesehen, dab das M6gliehkeits- 
gebiet eine gerade Linie, d. h. ein e i n d i m e n s i o n a l e s  Gebiet, war. 
Im vorliegenden Falle yon zwei Giitern auf zwei Stricken Boden wird 
das MSglichkeitsgebiet ein zweid imens iona les ,  aber nichtsdestoweniger 
ein sehr eingesehr~nktes Gebiet. 

Der innere  Tefl des Gebietes VII enth~lt nur Punkte, die sowohl 
in dem Dominationsfeld yon 1 auf B als aueh in dem yon 2 auf A liegen. 
Soll es daher einen Gleiehgewiehtspunkt L i m  Innern yon VII geben, 
so muB die Abszisse dieses Punktes dureh den Sehnittpunkt L 1 zwisehen 
den Kurven E 1 und B 1 bestimmt sein, w£hrend die Ordinate durch den 
Sehnittpunkt L 2 zwisehen den Kurven E~ und A m bestimmt sein muB. 
Nun k6nnen wir immer die Schnittpunkte L 1 und L~ bestimmen. Daher 
k6unen wir ebenfalls einen Punkt im ersten Quadranten bestimmen, 
indem wir yon L 1 vertikal hinauf und yon L~ horizontal n~ch reehts 
gehen. Tritt nun der Fall ein, dab der auf diese Art und Weise bestimmte 
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Punkt L ins Innere des MSgliehkeitsgebietes VII fgllt, dann ist dieser 
Punkt L ein Gleichgewichtspunkt, und das Gleichgewicht ist so be- 
schaffen, dab A zur Ggnze zur Erzeugung des Gutes 2 und B fiir die 
Erzeugung des Gutes 1 ausgenu~zt wird. Diese Beweisfrihrung schlie~t 
das Bestehen eines oder mehrerer, anderer Gleichgewichtspunkte auf 
den Grenzlinien des MSglichkeitsgebietes nicht aus, aber es ist nicht 
wahrseheinlich, dal3 es einen solchen Punkt gibt, wenn eine Situation 
vorliegt, welche der in Abb. 5 gezeigten ghnlich ist. 

Liegt der Punkt L, der dadureh bestimmt ist, dab man yon L 1 
vertikal naeh oben und yon L9 horizontal nach rechts geht, auBerhalb 
des MSgliehkeitsgebietes, dann wgre es notwendig, Gleiehgewichtspunkte 
entlang der Grenzlinlen des MSglichkeitsgebietes zu suchen. Um einen 
Gleichgewieh~spunkt in diesem Falle zu bestimmen, miissen wir yon 
einer ghnlichen Analyse des Gleiehgewichtes Gebraueh machen, wie 
wit sic in dem t~alle yon zwei Gritern auf einem Strick Boden angewendet 
haben. Immerhin wgre die Untersuchung in diesem Fall infolge der 
gr613eren Zahl der Freiheitsgrade in dem Problem komplizierter. Wenn 
ein Gleiehgewichtspunkt auf einer der Teilungslinien bestehen sollte, 
z. B. auf der TeilungsHnle fiir A, dann kann es vorkommen, da~ A teil- 
weise zur Erzeugung yon 1 und ~eflweise zur Erzeugung yon 2 benritzt 
wird. 

In dem l~alle yon mehreren Giitern und mehreren Stricken Bodens 
wrirde der Typus der besonderen Untersuchung, die wir hier durch- 
gefiihr~ haben, sehr rasch zu solchen Verwicklungen frihren, dab die 
Untersuchung einen wirklichen Dienst kaum ]eis~n wrirde. Frir diesen 
vielfgltigen Fall werden wir ein fruehtbringendercs Ergebnis erhalten, 
indem wir die Untersuchung auf einer k o n t i n u i e r l i c h e n  Ver t e i lung  
der Bodenstricke aufbauen. Ich gehe nun dazu fiber, eine Untersuchung 
dieses Falles zu skizzieren. 

VI. Die kontinuierliche Verteilung des Bodens 
Betrachten wit zuerst den Fall, in dem wir nur ein Gut haben. Wit 

wollen annehmen, dab es eine groBe Zahl yon klcinen Bodenparzellen 
gibt, dab jede Parzelle katalogisiert ist, und ferner, dab wir den Grad 
der Intensivierung ~ und den physischen Ertrag je Arbeitsstunde 
kennen, den wir erzielen wrirden, wenn das in Frage stehende Gut auf 
der betreffenden ParzeUe erzeug~ werden sollte. Wir nehmen an, dab 
die beiden Zahlen ~ und ~ technisch fiir jede Parzelle bestimmt sind. 
Wir betraehten mit anderen Worten einfach ~ und ~ als zwei quantitative 
A t t r i b u t e  frir jede Parzelle. 

Bei der Untersuchung des kontinuierlichen Falles werden wir sehen, 
dab es angemessener is~, die Variabeln ~ und ~ an Stelle yon ~ und p 
zu benutzen oder an Stelle irgendwe|cher anderer vorne angefrihrter 
Parameter. Es ist natiirlich mSglich, yon den Zahlen ~ und r zu irgend- 
welchen anderen riberzugehen, wir haben z. B. e-~ I/r, o~  1/~ ~ usw. 
In dem kontinuierlichen t~ali wollen wir frir den Preis des Gutes (in 
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Arbeitsstunden gemessen) e an Stelle yon e' benutzen. Is~ der Preis 8 
gegeben, dann ist die Rente je Fl~cheneinheit, we|che unser Gut be. 
zahlen kann, gleich mit: 

G=~. (e~-- I) (18) 

Nehmen wir nun an, dab wir eine statistische g~ lung  yon allen 
den ldeinen Bodenparzellen durchffihren. Aus dem Ergebnis dieser 
Z£hlung legen wir eine zweidimensionale TabeUe an, welche die Ver- 
teilung der ParzeUen nach den Attributen v (Ertrag je Arbeitsstunde) 
und 2 (Intensivierungsgrad) wiedergibt. In jeder (~, 2)-Klasse dieser 
Verteilung geben wir nicht die Zahl der Parzellen in der Klasse, sondern 
die ganze, durch diese Parzellen repr~sentierte Bodenfl~¢he wieder. 

Stellen wir uns nun vor, wir machten die KlassenintervaUe in unserer 
Tabelle immer kleiner und kleiner. Als einen Grenzfall bekommen wir 
dann die kontinuierliche Verteilung der Bodenfl~che nach den Attributen 

und 2. In diesem GrenzfaU muff die Verteilung als durch eine Ver- 
teilungsfunktion der beiden Variablen, eo (~, 2), gegeben angesehen werden. 
Wir werden ferner annehmen, dal3 diese Verteilungsfunktion sich kon- 
tinuierlich mi~ v und ~ ver~ndert. ])ann ist die gesamf~ BodenfL~che, 
welche in der Klasse ~ bis v + d  v und 2 his 2 + d  2 liegt, gleich mit 

co (v, 2) .d v.d 2 (19) 

Die Funktion co (~, 2) wollen wir die l ~ a t r i k e ] f u n k t i o n  nennen. ])iese 
F u n k t i o n  is t  das einzige D a t u m  aus der P r o d u k t i o n s s e i t e ,  das 
wir als gegeben a n n e h m e n  werden.  ])as einzige ])atum aus der 
Nachfrage, das wir als gegeben annehmen, ist die Nachfragefunktion 

= ~o (e) (2o)  

welche ausdriickt, wie die nachgefragte Menge, u, yon clem Preis, e, 
abh~ngig ist. 

Betrachten wir ein Ach- 
sensystem (~, ~), Abb. 6. Einen 
Punkt in diesem Achsensystem 
wollen wir einen M a t r i k e l -  
p u n k t  nennen. Er repr~sentiert 
Boden einer bestimmten Gat- 
tung, n~mlich den Boden, der 
fiir jede Arbeitsstunde einen 
Ertrag gleich ~ liefer~ und 
einen Grad der Intensivierung 
gleich 2 hat, wenn dieser Boden 
zur Produktion unseres Gutes 
benutzt wird. ])as ])iagramm 

A 

~ J'o'orente 
ZtoJ'ente 

~ ~ .  i¢opente 
, > 7 / .  

Abb. 5 

yon v, ~ in Abb. 6 selbst wollen wir das M a t r i k e l d i a g r a m m  nennen. 
Regelm~t3ig werden nich~ alle GrSBen yon ~ zwischen 0 und ¢~ 

in der yon uns betrachteten Zusammenstellung yon Bodenparzellen 
Zeltsehr. f. Natlonal6konomie, I I I .  Bd., 1. H. 6 
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wiedergegeben sein. Gew~hnlieh wird es eine obere Grenze yon ~ geben, 
oberhalb der es keine Parzellen mehr gibt; in ~hnlieher Weise wird 
es auch eine obere Grenze ffir ~ geben. Vielleieht gibt es auch untere 
Grenzen. Allgemeiner k6nnen wir sagen, dab es in dem Matrikel- 
diagramm eine bestimmte Kurve gibt, welche zusammen mit der ~-Aehse 
einen geschlossenen Tefl des Matrikeldiagramms bildet, auBerhalb dessen 
es keine Parzellen gibt. Wir k6nnen dies dadurch ausdrficken, indem 
wir sagen, dab auBerhalb dieses Gebietes die Verteflungsfunktion co (v, ~) 
gleich Null ist. Die Begrenzung dieses Gebietes werden wir die Mat r ike l -  
grenze  nennen (vgl. Abb. 6). In dem allgemeinsten Fall kann es vor- 
kommen, dab das Gebiet, wo die Matrikelfunktion positiv ist, aus von- 
einander getrennten ,,Inseln" besteht. 

Es w~re sicher verwirrend, wenn wir in unsere Untersuchung jetzt 
eine genaue Besprechung der Besonderheiten der Matrikelgrenze ein- 
ffihren wfirden. Eine derartige Untersuchung ist ja immerhin in den 
meisten F~llen gar nicht nS"tig~ Wit wollen einfach den ganzen positiven 
Quadranten des (~, ~)-Diagramms betrachten und es sozusagen der 
]~unktion o~ (~, ~) selbst fiberlassen, au/ die Matrikelgrenze Riicksicht 
zu nehmen. Wie oben erw~hnt, ist n~mlich die Matrikelfunktion in jedem 
Punkt auBerhalb der Matrikelgrenze gleiehm~Big gleieh Null. Daher 
maeht es gar keinen Unterschied, ob wir die unten n~her zu besprechenden 
Integrationen fiber diese Grenze hinaus ausdehnen oder nicht. 

Nehmen wir nun ffir einen Augenblick an, es sei ein Preis e unseres 
Gutes gegeben.  Ist  ein solcher Preis des Gu~s gegeben, dann ist 
mit jedem Matrikelpunkt eine bestimmte N a c h f r a g e r e n t e  verbunden, 
welche f ~  die Art des Bodens charak~ristisch ist, der durch diesen 
Matrikelpunkt wiedergegeben ist. Die GrSBe der Rente, welehe mit 
dem Punkte (~, ~) verbunden ist, ist einfach dureh die Formel (18) ge- 
geben. Ist, mit anderen Worten gesag~, der Preis e gegeben, so kann 
die Nachfragerente ~ als eine l~mktion der zwei Variablen ~ und ~ an- 
gesehen werden. Die Gr~Ben dieser Fnnktion sind au/ folgende Art 
und Weise fiber das Matrikeldiagramm verteflt. 

Errlehten wir durch denjenigen Punkt au/ der Abszissenachse in 
Abb. 6, der die Abszisse 1/e hat, eine vertikale Linle. Es ist klar, dab 
fiberall l~ngs dieser Vertikalen die Nachfragerente gleich Null sein wird. 
Links yon dieser vertikalen Linie (und oberhalb der ~-Aehse) wird die 
Rente negativ und rechts davon positiv sein. Wenn sich dies so verhglt, 
so w~hlen wir einen beliebigen Punkt R rechts yon der geschilderten 
Vertikalen und oberhalb der ~-Achse. ])as heiBt, wir suehen einen be- 
liebigen Plmkt R, in dem die Rent~ positivist.  Dann wollen wir aUe 
die anderen Punkte/~',  R" .  . . . .  aufsuehen, welehe d ie se lbe  N~ch~age- 
rente geben, wie wir in R hasten. Verbinden wit jetzt diese Punkte 
dutch eine Kurve[ Diese Kurve werden wir eine Isoren~e nennen, 
weft sie eine und dieselbe Gr6~e der N~hfragerente w/edergibt. Aus 
der Formel (18) folgt unmittelbar, dab die Isoren~en gleiehseitige 
Hyperbelu mit der  ~-Achse und der Vertikalen durch den Abszissen- 
punkt 1/e als Asymptoten sind. Diese Asymptoten repr~sentieren die 
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kleinsten Nachfragerenten, welche nicht negativ sind, n~mlich Renten 
gleich Null. Diese beiden Asymptoten kSnnen als ein Grenzfall der 
Isorente angesehen werden. Die anderen Isorenten, reehts yon der Verti- 
kalen dureh den Abszissenpunkt 1/s und oberhalb der ~-Aehse, repr~sen- 
tieren positive Renten. Je weiter fernerhin elne Isorente in Abb. 6 oben 
und reehts gelegen ist, desto hSher ist die dadureh wiedergegebene Rente. 
Die h~chste Rente, die in der in Betracht gezogenen Reihe yon Boden- 
parzellen vorkommt, wird bestimmt, indem man sieh l~ngs der l~iatrikel- 
grenze bewegt, bls ein Punkt T erreieht ist, wo die Matrikelgrenze eine 
Isorente beriihrt, welche hSher ist als irgendeine andere Isorente, welche 
I~ngs der Grenze angetroffen worden ist. Hat  die Grenze eine konti- 
nuierlich wechselnde Tangente, so hat der Pun~t T die Eigenschaft, ein 
Beriihrungspunkt zwischen der Mat~kelgrenze und einer Isorente zu 
sein. Es gibt nat~lieh Isorenten, welche noch h~her oben und mehr 
rechts yore Punkt T gelegen sind, aber in der vorliegenden Zusammen- 
stellung yon Bodenparzellen gibt es keine einzige Parzelle, welche durch 
einen Punkt auf einer solchen Isorente wiedergegeben wird. Dies ist 
gerade der Sinn der l~Iatrikelgrenze. 

Steigt der Preis e, so bewegt sich der Abszissenpunkt 1/s naeh links. 
Diese Bewegung wird auf die F o r m  der Isorenten gar keinen EinfluB 
haben. Wir kSnnen die Ver~nderung, die vor sich geht, einfach so be- 
trachten, als ob der Abszissenpunkt 1/s das ganze Isorentensystem 
mit sich z6ge. Die Gr6Be der Rente, die dutch eine gegebene Isorente 
repr~sentiert ist, wird nichtsdestoweniger ver~ndert und diese Ver- 
~nderung ist der Ver~nderung des Preises des Gutes direkt proportional. 

Dies ist die Art und Weise, wie die Gr6Ben der Nachfragerente 
fiber die verschiedenen Bodenarten verteilt sind. Es mul~ aber klarer- 
weise eine enge Verbindung zwischen der GreBe der Naehfragerente und 
der Tatsache bestehen, ob eine bestimmte BodenparzeUe a u s g e n u t z t  
werden wird oder nieht. In dieser Hinsicht haben wir das folgende 
Prinzip der Ausnutzung: Jeder Boden, auf dem die Nachfragerente 
(ira Gleiehgewichtspunkt des Preises) positivist, wird ausgenutzt werden, 
und jeder Boden, wo die Nachfragerente negativ ist, wird nicht aus- 
genutzt werden. In diesem Fall, wo wir die Bodenverteilung nach den 
Attributen ~ und ~ als kontinuierlich ansehen, ist es unn6tig, genau 
auseinanderzusetzen, ob der Boden mit der Rente Null in Benutzung 
genommen werden wird oder nieht. Der Beitrag zu der gesamten Menge 
des Produkts, der yon dem Boden mit der Rente Null kommt, wird 
n~mlich im Vergleich mit dem Beitrag des fibrigen Bodens unendlich 
klein sein. 

Infolge cUeses Prinzips der Ausnutzung wird die gesamte Boden- 
fl~che, welche bei einem Preis yon s ausgenutzt werden wird, einfach 
gleieh sein dem Integral der Funktion ca (% ~), ausgedehnt fiber alas 
ganze flebiet rechts yon der senkrechten T,~nie dutch den Abszissen- 
punkt 1/e (und oberhalb der ~-Achse). Diese Vertikale kann daher die 
A u s n u t z u n g s g r e n z e  genannt werden. 

6 .  
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Die gesamte Quantit~t, die auf der so bestimmten Bodenfl~che 
erzeugt werden wird, kann auf folgende Art gdunden werden: Be- 
trachten wir Boden einer bestimmten Gattung, n~.mlich den Boden, 
der einen Ertrag zwischen ~ und ~ + d ~ fiir die Arbeitsstunde liefert und 
einen Grad der Intensivierung (Arb¢itsstunden je Fl~cheneinheit) zwischen 

und ~ + d ~ hat. Die gesamte Bodenfl~che dieser Boden]dasse ist gleich 
(~, ~).d ~ d ~, Und auf jeder Fl~chenOnheit dieses Bodens wird eine 

Quantit~t gleich mit/~---~.~ erzeugt. Der Beitrag zur Gesamtproduktion, 
der yon der in ~rage stehenden Boden~asse kommt, ist daher gleich mit 

)t.~ (~, ;~).d ~ d ~ (21) 

Integrieren wir die Formel (21) iiber alle verschiedenen Boden]dassen, 
die ausgenutzt werden, wenn tier Preis 8 ist, so erhalten wir die gesamte 
erzeugte Menge, n~mlich 

OO OO 

11e o 
Die Funktion ~ (~), die dutch Forme] (22) definiert ist, ist nichts anderes 
als eine A n g e b o t s f u n k t i o n  ~ unser Gut, d. h. die Funk~ion, welche 
ausdriickt, wieviel yon dem Gut erzeugt werden wird, ~venn der Preis 
eine bestimmte H6he hat. Setzen wir diese Angebotsmenge der Quantit~t 
gleich, die bei dem Preis ~ nachgefragt wird, so erhalten wir die Gleich- 
gewichtsbedingung 

Q (~)=~ (8). (23) 

Durchdie Gleichgewichtsgleichung (23) ist der Preis ~ im allgemeinen 
bestimm~. Ist aber s bestimmt, so kann die Rent~ je Fl~cheneinheit au/ 
den einzelnen Bodenparzellen, wenn es notwendig ist, mit der Formel (18) 
und die gesamte erzeugte l~Ienge mittels der Formel (22) errechnet werden. 

Ich gehe nun zu dem Fall iiber, in dem wlr zwei Giiter, 1 und 2, haben. 
In diesem Fall ist jede Bodenparzelle start durch 2 dutch 4 Attribut~ 
charak~erisiert, n~mllch den Grad der Intensivierung ~ und den Ertrag 
der Arbeitsstunde ~, die man auf der in Frage stehenden ParzeUe er- 
reichen wiirde, wenn man sie zur Erzeugung des Gut~ 1 verwendete, 
und fernerhin den In~ensivierungsgrad 2~ und den Er~rag fiir die Arbeits- 
stunde ~., die man au~ dieser Parzelle erzie|en wiirde, wenn man sie 
zur Erzeugung des Gutes 2 verwendete. Unsere statistische Tabelle, 
welche die Verteilung ~der Bodenfl~chen zeigt, wird daher jetzt ~er- 
dimensional sein. Und im Grenzfall, in dem die Gr6~e der einzelnen 
Parzellen unendlich klein wird, erhatten w~r eine ]~fatrikelfunk~ion yon 
vier Variablen, n~mllch o~ (~, ~1, ~, ~). ])as Matrikeldiagramm w~rd 
ebenfalls in diesem Falle vierdimensional sein. 

Die erste l~rage, die wir in diesem Fa]le zu beantworten haben, 
ist folgende: Wenn die beiden Giiterpreise e~ und e~ gegeben sind, wo 
wird dann das Gut 1 und das Gut 2 erzeugt und wieviel wird yon diesen 
beiden Giitern produziert werden ? ])as ist auf folgende Weise bestimmt: 
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Sind die Preise der Giiter gegeben, so sind die beiden Nachfrage- 
renten al und as ebenfalls in jedem Matrikelpunkt (~1, 2x, ~, 2~) dutch 
die Formeln 

al = 2~ (,el ~:t - -  1) 
a~ =2~. (~ ~2 - -  1) (24) 

bestimmt. Wit bemerken, dab ~i yon r2 und R2 unabht~ngig und ~ yon 
~I und %1 unabh~ngig ist. Nun wird das Gut I in allen solchen Matrike]- 
punkten und nut in solohen erzeugt werden, wo die folgenden beiden 
Bedingungen erffillt sind: 

al ~ 0 (25) 
al ~ a~ (26) 

Es ist nun unnStig, eine genauere Untersuchung der Grenzf~lle ~1----0 
und ~x----a2 zu geben. Wenn die Verteilungsfunktion w kontinuierlich 
ist, werden n~mlich die Produktionsbeitr~ge yon Boden, welcher diese 
extremen Charakteristika hat, unendlich klein sein. 

In welchen Punkten des vierdimensionalen Matrikeldiagramms sind 
die Bedingungen (25) und (26) effiiilt ~ Damit (25) erfiillt sei, ist es not- 
wendig und hlnreichend, dab ~1 ~ 1/el; durch die Definition haben wir 
n~mlich 21 > 0. Stellen w/r uns daher vor, dab wir eine bestimmte GrfBe 
( ~  1/81) yon ~1 und eine bestimmte GrfBe (> 0) yon 21 w~hlen. Die 
Tatsache, dab wit so eine bestimmte GrS~e yon ~1 und eine bestimmte 
Gr5Be yon 21 ausgesucht haben, bedeutet aber nicht, dab wir einen be- 
stimmten P u n k t  im vierdimensionalen Matrikeldiagramm festgelegt 
haben. Es bedeutet nut, dab wir eine bestimmte zweidimensionale 
E b e n e  (die in dem vierdimensionalen ]Katrikeldiagramm enthalten war) 
ausgew~hlt haben, n~mlich eine Ebene, welche ein Achsensystem (~9., ~)  
repr~sentiert. Selbst wenn w/r die beiden Koordlnaten ~1, 2~ festgelegt 
haben, so k6nnen wir doch ~2 und 22 ohne jede Einschr~nkung variieren. 

Wenn wir nun eine bestimmte GrfBe fiir (~i, 21) gew~hlt haben, 
so kSnnen wir die Bedingung (26) in folgender ~¥eise graphisch dar- 
stellen. Wenn die GrfBen (~i, 21) ausgew&hlt sind, so berechnen wit 
die Gr6Be yon ax---2~ (ex~x~l) .  Die Quantit~t ax, die so bestimmt 
ist, kann nicht negativ sein, da wir ~l ~ 1/~ 1 und 21 > 0 angenommen 
haben. Betrachten wir nun ein zweidimensionales Diagramm (~z, ~). 
Da der Preis ~z gegeben ist, so haben ~ in diesem (~z, 2z)=Diagramm 
einen Fall v0n Isorenten, der zur G&nze dem in Abb. 6 gezeig~en Fall 
analog ist. W/r haben einfach den verschiedenen in Abb. 6 eingefiihrten 
Quantit~ten das Subskript 2 hinzuzuffigen. Die Isorenten in Abb. 6 
geben alle mSglichen Renten yon 0 bis oo wieder. Die Rente ~;~ull 
wird, wie oben erw~hnt, durch die Asymptoten der Isorentenfamilie 
repr~sentiert, und wenn wir geniigend welt nach oben und nach rechts 
gehen, so k6nnen wir immer eine Isorente linden, entlang der die Rente 
je Fl~cheneinheit einer gegebenen Zahl gleich ist, wie gro~ auch diese 
Zahl sein mag. Wit nehmen bier ni3~ ~ yon der Tatsache Kenntnis, da~ 
die so bestimmte Isorente auBerhalb der Matrikelgrenze fallen kann. 
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Auf diese Sachlage wiirde automatisch dureh die Tatsache Riieksicht 
genommen werden, dab die 1VIatrikelfunktion (o hier gleich Null wiirde. 

Daher k6nnen wir in dem (~, 22)-Diagramm eine gewisse Isorente 
bestimmen, entlang der die Naehfragerente ffir das Guf. 2 der positiven 
Zahl G1--2z (el ~1 - -  1) gleich ist, die wir bereehneten, nachdem wir die 
Gr6Ben ~1, 21 ausgew~hlt haben. Es sei die in Frage stehende Isorente 
z. B. die mittlere der drei Isorenten in Abb. 6, wenn wir nun die Achsen 
in Abb. 6 als ~-, ~-Achsen interpre~ieren. Entlang dieser Isorente haben 
wir a~ - ap Und in dem ganzen Gebiet unter und links yon dieser Isorente 
gilt, dab ~o. ~ ~z. Aber die Gr6gen ~I, ~I, die wit gew~hlt haben, waren 
wiUkiirlich aus denen entnommen, wo ~1 ~ 1/el und ~1 > 0. Daher gibt 
uns die Betrachtung, die wir bier durchgefiihrt haben, eine vollst~ndige 
Bestimmung solcher Punkte in dem vierdimensionalen Matrikeldiagramm, 
wo das Gut 1 erzeugt werden wird. Die Regel ist einfa~h folgende: Es seien 
el und e~ gegeben und wir lassen sich ~1 yon 1/el his co und ~ yon 0 
bis co ver~ndern. Fernerhin mSgen sieh fiir jede solche Kombination 
yon ~x, 21 die beiden Zahlen ~, 2~ fiber alle jene Punkte bewegen, welche 
oberhalb der Abszissenachse, reehts yon der Vertikalen, die durch den 
Abszissenpunkt l/e2 gezogen ist und unter der gleichseitigen Hyperbel 
im Koordinatensystem ~, ~L~ mit der Formel 

2~ (~ ~ - -  1) =2z (81 ~1 ~ 1) (27) 

gelegen sind. Diese Ver§,nderung wird alle solchen und nur solehe Punkte 
beriihren, wo Formel (25) und (26) erfiillt sind. Wenn wir die Subskripte 1 
und 2 in der vorliegenden Ableitung vertauschen, so erhalten wir jene 
Punkte, wo das Gut 2 erzeugt werden wird. Dies gibt uns eine voU- 
st~ndige I2Jsung des Standortproblems in dem betrachteten l~all. 

Das bier bei der Betrachtung des Standortproblems erzielte Ergebnis 
kann dadurch verffiziert werden, indem wir untersuchen, ob die gesamte 
Bodenfl~che, welche zur Erzeugung des Outes 1 verwendet wird, plus 
der gesamten Bodenfl~che, die zur Erzeugung yon 2 verwendet wird, 
zusammen gleich sind der Bodenfl~che, wo al positiv ist, plus der Boden- 
fl~che, wo a8 positivist,  minus der Bodenfl~ehe, wo at und aa beide 
positiv sind. Nun ist die Bodenfl~che, welehe fiir die Erzeugung yon 1 
verwendet wird, gleich einem bestimm~en vieffaehen Integral der Matrikel- 
funktion, ni~mlich dem Integral yon o~ (~i, 2~, ~, ~) ausgedehnt fiber 
das folgende Gebiet: 

OO o O  

lt~ o l ie ,  o 

wobei 
= e~ ~1 -- 1 

e l  l , l  i 1 " (29) 

Die Integration (28) kann auch in iolgender Form gesehrieben werden, 
welche fiir unsere Zwecke entsprechender ist: 
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cO oo Oo oO oO 

1)~1 0 0 0 1 / e .  a l,~ 

In ghnlieher Weise wird die ffir die Erzeugung des Gores 2 benutzte 
Bodenflgche dem Integral yon co gleich sein, welches fiber dasjenige 
Integrationsgebiet ausgedehnt ist, das wir erhalten, indem wir die Sub- 
skripte 1 und 2 in der Formel (30) vertausehen. 

Auf der anderen Seite wlrd das Gebiet des vierdimensionalen Matrikel- 
diagramms, we al posi t ivis t ,  gleieh 

O O  Cx~ o o  O O  

lle~ 0 0 0 

sein und das Gebiet, we as posi t ivis t ,  gleieh mit 
OO OO O O  O O  

0 0 l/~.g 0 

wiihrend das Gebiet, wo #i und a s beide positiv sind, 
OO OO OO OO 

l le l  0 1~el 0 

sein wird. Daher ist die Frage, ob 
0 0  O 0  0 0  ~ 0 0  ~ 0 0  0 0  0 0  O 0  

f d"f d'S{foda'f da'+ fo aLf/a*}= f d',fda, f a, 
11,, l ie ,  a~a xlei l /e l  0 0 (31) 

gilt. Abet (31) ist sieherl/eh efffiUt, da wit immer 
OO OO OO OO OO OO 

o aX~ 0 X, la 0 o 

haben, wenn a yon 21 und 2s unabhgngig, aber sonst beliebig ist. 
Wenn nun bestimmt ist, wo die Produktion der beiden Gfiter ihren 

Standoff haben wird, so ist dann leieht herauszufinden, wdehe Menge 
yon jedem erzeugt werden wird. Die Menge des Gutes I wird da~lureh 
bestimmt, indem man den Ausdruek PI 2z'co (~i, 21, Ps, 2s) fiber das in 
Formel (28) ausgedrfickte Gebiet integriert. Dies gibt 

oo oo lie, oo o o  a 

o ,  - o ÷ j'"" °co('1'"~1''2'"#1'2)' 
~t~, o m ,  (33)  

wobei a dutch ]~ormel (29) bestimmt ist. 
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Die Ftmktion t91 (el, eg) driickt aus, welche Menge des Gutes 1 
erzeugt werden wird, wenn die entspreehenden Preise der Giiter gleich 
el und e~ sind. Mit anderen Worten gesagt, ist ~ l  die Angebotsfunktion 
fiir das Gut 1. Und d iese  F u n k t i o n  k a n n  m i t t e l s  F o r m e l  (33) 
b e s t i m m t  werden ,  w e n n  n u r  die M a t r i k e l f u n k t i o n w  g e g e b e n  is t .  

Auf dieseIbe Art  kSnnen wir die Angebotsfunktion Q2 (el, e2) fiir 
das Gut 2 bestimmen. Diese Funktion l£Bt sich einfach dureh die For- 
reel (33) ausdrficken, wenn wit iiberall, auBer in der tKatrikelfunktion 
eo (~1, 21, ~,  2~), die Subskripte 1 und 2 vertauschen. 

Tragen wir nun der Nachfrageseite des Problems Rechnung! Es 
seien die Nachfragefunktionen der beiden Giiter 

@I = ~01 (~I '  e2) 
~2 ~" ~02 (gl '  g~) (34) 

wo u 1 und u S die nachgefragten Mengen des Gutes 1 und 2 bezeichnen, 
wenn die Preise si und ~2 gegeben sind. Um nun die Allgemeinheit 
unserer Betrachtungen zu wahren, nehmen wir an, dab sowohl ~i als 
auch ~ beide yon e 1 und s~ abhingen, d. h. wir schlieBen den Fall nicht 
aus, wo die Nachfrage korrelier~ ist. 

In  dem Gleichgewiehtspunkt muB die nachgefragte Menge und die 
angebotene Menge des Gutes 1 gleich sein, und dasselbe gilt ffir das 
Gut 2. Daher haben wir die Gleichgewichtsbedingungen 

.02 (~I, ~2)= V'~ (~i, ~)  (35) 
Diese beiden Gleiehungen bestimmen im allgemeinen die beiden Preise 
der Giiter ~1 und e2. Wenn diese beiden Unbekaunten bestimmt sind, 
so ist die Gleichgewiehtsrente a, die in den versehiedenen Punkten des 
vierdimensionalen Matrikeldiagramms verwirklieht wird, durch 

a = M a z  [al, ~ ,  0] (36) 
bestimmt, wobei a 1 und a s durch Formel (24) bestimmt sind. 

Wenn die Gleichgewichtsrente ~ und die Preise s 1 und s~ bestimmt 
sind, so kSnnen wir sagen, dab dam Gut 1 dort erzeugt werden wird, 
wo a 1 gleich a ist und das Gut 2 produziert wird, wo ~2=a.  

Die Verallgeme'merung dieser Ableitung fiir den Fall yon n Giitern 
ist nieht sehwierig. Die Matrikelfunktion wird in diesem Fall eine Funktion 
yon 2 n Variablen, n~mlich 

co (~ ;t~, ~ ,  ~ , .  . . . .  ~ ,  ~,) 
sein und die entsprechenden Angebotsfunktionen werden folgendermal]en 
lauten: 

oo 

i le~ 0 12  1~  1~  

oo  Do  

l le~ 0 21  2~  9 

. . . . . . .  , . . . .  , . . . o , , ,  . . . .  0 . , . , , . . , , , , , , . . . o ,  . , , , . o . . . , , , , , , . . , ° , , .  
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o o  o o  

1/e. 0 ~al n2  n ,  n ~  1 

we wir der Kiirze halber geschrieben haben 
l/s~ oo  c o  a ~ .  ~ 

hl¢ 0 0 1 t~  0 

wobei a ~  gleieh ist 
~ a  VA --.___~1 

aa~ = e, ~ , - -  1" (39) 

Wenn die Nachfragefunktionen 

us = ~2 (~1, ~ . . .  en) (40) 
o ° , ° . . ° . . . ° ° . o ° .  

~=~ (8~, ~, . .  , ~ )  

gegeben sind, dann ist der endgiiltige Gleichgewiehtspunkt dureh folgendes 
System yon n Gleichungen bestimmt: 

(41) 
. . ° ,  . . . . .  ° , , o  . . . . . . . . . .  . ° . . .  

Q* (~i, ~ 2 . . - e . ) =  ~ (e~, 8 , . . .  ~.) 
Dies ergibt n Gleiehungen zur Bestimmung der n Unbekannten 81, e~... 

VII. E i n i g e  n ~ h e r u n g s w e i s e  L{~sungen 

In dem vorliegenden Abschnitt werde ieh einige ngherungsweise 
LSsungen und obere und untere Grenzen fiir die Gleichgewiehts- 
preise erSrtern. Ieh werde besonders den Fall betrachten, we wir zwei 
Giiter Nr. 1 und 2 und eine Reihe yon versehiedenen Bodenstticken 
A, B, C . . . .  vorliegen haben. 

In diesem Fall gilt folgender Ansatz: Wenn beide Giiter wirklieh 
erzeugt werden sollen, muB es ein Stiick Boden Y und ein Stiick Boden Z 
derart geben, dab 

ol z ~ e ~ / \ &z  e'l o~r \ e'l / \ & r  

und zur selben Zeit 
e' 2 ~ en z e' I ~ el r.  (43) 

Der Beweis ist einleuehtend: Wenn das Gut BTr. 1 iiberhaupt erzeugt 
werden so]i, so ist es notwendig, dab es wenigstens eine Parze]le gibt, 
we der Ausdruck 
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° + - ° +  °'ol [1÷ 
nieht positiv und zur gleichzeitig al x ~ 0 ist. 

Dies ergibt die obere Grenze yon (42) und die zweite Ungleiehtmg 
in Formel (43). Eine ~hnliche Beweisffihrung ffir das Gut Nr. 2 ffihrt 
zu der unteren Grenze yon (42) und zu der ersten Ungleiehung in 
Formel (43). 

Da 

kSnnen wir Formel (42) aueh in folgender Form sehreiben: 

el z L \ - ' ' ' e l / \  ~ z / j  ~ eq (44) 

elY L- eq / ~t~r/] 

Wenn fibera~l (d. h. flit irgendein X) 22 x ~ 21 X, so kSnnen wit diese 
Grenzen vereinfaehen, indem wit in Formel (42) das zweite Glied naeh 
links und in Formel (44) das zweite Glied naeh reehts bringen. Die Aus- 

drfieke ~ und 1 sind namlieh beide nieht negativ. Dies ergibt 
e l  

o,Z ~ e'._._.¢., r~ e~r" (45) 
O1Z 8~1 ~I :V 

(wenn ffir irgendein X: 2~ X ~ 21x). 
Wenn wit gewisse Annahmen fiber die Natur der Ver~nderliehkeit 

der teehnisehen Koeffizienten maehen, z. B. annehmen, dab der Ertrag 
je Fli~eheneinheit nahezu  in demselben Verh~Itnis ffir alle Gfiter variiert, 
wenn wit yon einer Parzelle zu einer anderen fibergehen, dann ist es 
natfirlieh m6glieh, bestimmtere Grenzen zu entwickein. Wenn wir abet 
solehe Annahmen maehen, mfissen wit vorsiehtig und sehrittweise vet. 
gehen. /)as vorliegende Problem ist n~mlieh so geartet, dab die ldeinea 
Ver~nderungen, die dabei vorkommen, m6glieherweise aueh dann das 
Wesentliehe sind, selbst wenn ein gewisses Verh~ltnis zwisehen den 
technisehen Koeffizienten in der Wirkliehkeit nahezu konstant ist. 
Diese Situation kann am besten an einem Beispiel klargelegt werden: 
Es ist eine unbestreitbare Tatsaehe, dab die Pferde, welehe an dem j~hr- 
lichen Derby-Wettrennen teflnehmen, in bezug auf die Eignung, sehnell 
zu laufen, einander sehr  ~hnl ieh  sind. Der Untersehied zwisehen 
ihnen ist nahezu unbedeutend, vergliehen mit dem Untersehied zwisehen 
solchen Pferden und der Masse der Pferde in der Welt iiberhaupt. Be- 
deutet dies abet, dab wit, ,,urn unsere Beweisffihrung zu vereinfaehen," 
annehmen k6nnen, dab alle Rennpferde in bezug auf ihre Eignung ganz 
gleieh sind ? Einleuehtenderweise d i z e n  wit das nicht, wenn in Frage 
steht, wer das Wettrennen gewinnen wird. Dies h~ngt gerade yon diesen 
Untersehieden ab, welche fiir eine oberfl~chliehe Untersuchung vet- 
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naehl~ssigbar seheinen mSgen. ~hnlich ist das vorliegende Problem: 
Es gibt gewisse Versehiedenheiten der technischen Koeffizienten, welehe 
in der Wirkliehkeit geringffigig sein mSgen, aber die nichtsdestoweniger 
in der theoretischen Untersuchung nieht ohne weiteres unbeachtet 
bleiben kSnnen. 

Im folgenden werden wir daher nieht a Tr/orl annehmen, dal3 sich 
die technisehen Koeffizienten genau  in irgendeiner vorgeschriebenen 
Art und Weise vergndern. Start dessen werden wir Parameter einfiihren, 
die ausdriicken, wie sehr  die technisehen Koeffizienten davon ab- 
weichen, bestimmte Kriterien zu erffillen. Die Stellung dieser Parameter 
in den endgiiltigen, Formeln wird dann zeigen, in welehen F~llen man 
eine ann~herungsweise genaue LSsung dadurch erreiehen kann, dab 
man annimmt, dab die technisehen Koeffizienten die in l~rage stehenden 
Kriterien genau erfiillen und in welchen F~llen eine derartige Annahme 
dem ganzen Wesen des Problems zuwiderlaufen wiirde. 

Unsere Er6rterung der ngherungsweisen Lb'sungen wird dutch folgende 
drei Begriffe ausgedriickt werden: ,,Fruehtbarkeit", ,,Ertrag" und 
,,Arbeitsaufwand". In einem absoluten Sinn kSnnen die Begriffe Ertrag 
und Arbeitsaufwand einfach dutch den Ertrag je :Fl~cheneinheit / ~  
und den Arbeitsaufwand je Fl£eheneinheit ~ ,  welehe wir schon erSrtert 
haben, ausgedriiekt werden. Wit brauchen hier eine Transformation 
dieser Begriffe, zuerst in eine Reihe yon relativen Begriffen und dann 
sparer in eine Reihe yon ,,komparativen" Begriffen. Um dies dureh- 
zufiihren, w~hlen wir eine yon den Parzellen, sagen wir K als die 
Standardpaxzelle fiir den Vergleich aus und bilden die folgenden beiden 
Verh~ltnisgleichungen: 

L ~  = ~jx (46) ~tiK 

Max = ~jx (47) lui K 

Das Zeiehen L/x drfiekt aus, um wieviel grSBer (oder kleiner) tier 
Arbeitsaufwand auf X im Vergleieh zur Standardparzelle K ist, soweit 
es sieh um das Gut ] handelt. In ahnlieher Weise drfiekt M~ ~: aus, um 
wieviel grSBer (oder kleiner) der Ertrag je Flaeheneinheit auf X im Ver- 
gleieh zu K ist, wenn er in Einheiten des Gutes i gemessen wird. Ein- 
leuehtenderweise gilt LfK = MiE= 1. 

Die entspreehenden komparativen Begriffe erlangen wir, wenn wlr 
die Zahlen L und M fiir die beiden Giiter Iqr. 1 und 2 vergleichen. Die 

.5~x und M~X werden wit den entsprechenden kom- Verhaltnisse ~ -~  

p a r a t i v e n  A r b e i t s a u f w a n d  und den k o m p a r a t i v e n  E r t r a g  
auf X nennen. Wenn der komparative Ertrag auf X grSBer als eins ist, 
so bedeutet das, dab X ein Bodenstiick ist, fiir das der Er~rag fiir das 
Gut Nr. 2 (vergliehen mit dem Ertrag fiir das Gut Nr. 1) hSher ist, als 
er es bei der Standardparzelle war. Eine ~hnliche Erkl~rung grit fiir 

das Verh~ltnis /~2X Start dieser Verh~ltnisse, welche um 1 herum  -Tr. 
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yariieren, werden w i r e s  oft angemessener linden, die Abweiehungen 
a x und fix zu beniitzen, welehe dutch 

1 + a x = /5~x 
i_,1 x (48) 

1 + ~X = M~x ~ l x  (49) 

definiert sind Diese Abweichungen variieren urn0 herum. Einleuchtender- 
weise ist a~ '=flK=0.  

Nun kommen wir zur Definition der ,,Fruchtbarkeit". Die Gr6Be 
des Parameters L x auf einem gegebenen X (gleichgiiltig, ob fiir das Gut 
Nr. 1 oder Nr. 2) kann uns nicht die Fruchtbarkeit der Parzelle X aus- 
drficken. Es ist richtig, dab L x einen Vergleich zwischen den Parzellen X 
und K ausdrfickt, aber dies ist nur ein Vergleich in bezug auf die Kom- 
bination der Faktoren, nicht ein Vergleich, der sich auf die GrSBe des 
Ertrages bezieht. In dieser Hinsicht ist der Parameter M x besser, aber 
selbst dieser gibt uns nicht einen angemessenen Ausdruck for die ,,Frucht- 
barkeit", da er einzig und allein auf dem erreichten Ertrag aufgebaut ist 
und nicht in Betracht zieht, wieviel Arbeit beniitzt wurde. Das Ver- 
h/~ltnis zwischen M x und L x fiir ein gegebenes Gut, d. h. 

F ~  = . ~ j x  _ ejK (50) 
Ljx  ~ x  

soheint eine einleuehtendere Definition der ,,Fruehtbarkeit" der Parzelle X 
(vergliehen mit der Standaxdparzelle K) zu  sein. Iqat/irlieh wird diese 
Definition im allgemeinen yon i abh~ngen, d. h. sie wird versehieden 
sein, je naehdem welches Gut wir als das Mittelgut w~hlen, woduroh wir 
die ,,gruehtbarkeit" messen. Als einen Ausdruek flit diese Veri[nderlieh- 
keit unseres Mal]es der Fruehtbarkeit je naoh dem zugrunde gelegten 

Gut k6nnen wit die k o m p a r a t i v e  Fruehtbarkeit F~x betraehten 

und die entspreohende Abweiohung ?x, welohe duroh 

1 + ~,x = F2x (51) 

definiert ist. Zwischen den Zahlen a, fl und ? haben wlr einleuchtender. 
weise die Beziehung 

1 + fix (52) 
1 +~,x - -  l+aX" 

Wonn a X iiberall (d. h. fiir ein be]iebiges X) eine kleine Gr58e ist, dann 
ver~ndert sich der Arbeitsaufwand je Fl~cheneinheit ~ nahezu  in 
demselben Verh~ltnis fiir beide Giiter, wenn wit yon einer Parze]le zu 
einer anderen iibergehen. Wenn ~x iiberall eine kleine GrSl]e ist, dann 
wird sich der Ertrag je F1/~cheneinheit/~ nahezu in demselben Verh~ltnis 
fiir beide Giiter ver~ndern. Werm a X und fix nahezu gleich sind, ohue 
dab sie deshalb notwendigerweise klein sein miissen, dann ist ?x  eine 
kleine Zahl. In diesem Fall erscheint die Fruchtbarkeit einer gegebenen 
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Parzelle als n~herungsweise dieselbe, ohne Riieksicht darauf, in welchem 
Gut sie gemessen wurde. In dem Fall, Wenn die verschiedenen MaBe 
der Fruchtbarl~eit F~ ~ (~=1, 2 . . . .  ) nicht iibereinstimmen, kSnnen 
wit eine Indexzahl der Fruchtbarkeit genau auf die gleiche Art  und 
Weise wie eine Preisindexzahl berechnen. Far  unseren jetzigen Zweek 
ist es abet immerhin ausreiehend, den Parameter F i x  , dutch das Gut 
Nr. 1 als einen Barometer der Fruchtbarkeit definiert anzunehmen. Der 
Karze wegen werden wit meistens diesen Parameter ohne Subskript 
und Superskript" schreiben, d. h. wit setzen ~ ' = F l x .  

Wenn die Zahlen a x und fix fiberall klein sind, dann ist es ange- 

messcn, die obere und die untere Grenze far das Preisverh£1tnis e:,, welches 
e l  

in Formel (42) und (44) enthalten ist, auf eine andere Weise auszudriicken. 
Das Wesen dieser Grenzen zeigt sich je tz t  am besten, wenn wir zwischen 
zwei verschiedenen Situationen unterschciden, welche wit die H o c h dr  u c k- 
und die Nie  d er dr  u e k-Situation nennen wollen. Die erste ist die Situation, 
in der Grund und Boden sehr knapp im Verh~ltnis dazu ist, wieviel man 
davon brauchen kSrmte, so dal3 fiberall eine hohe Rente bezahlt wird. 
In diesem Fall sind die Quantit~ten 

~1 x = el--~z und (~9 x = e~ 5 (53) 
~1 e 2 

iiberall yon kleiner Gr6i3enordnung. Die Niederdrueksituation liegt vor, 
wenn die Qnantit~ten ~1 x und ~ x  nieht yon kleiner Gr6Benordnung 
sin(]. 

Wenn wit o~_~Y durch /~r  und o ausdriieken und ahnlieh ffir die 
O~ Y OlK. 

Parzelle Z vorgehen, so erhalten wit aus Formel (42) 

P2~ 1 + D (54) 
'~1 K 

wobei D zwischen den Grenzen 

liegt. Die obere und die untere Grenze in Formel (55) bezeichnen das 
entsprechende gr6Bte und kteinste AusmaB, welches der in Frage stehende 
Ausdruck auf irgendeiner der Parzellen annimmt. Wenn die Zahl D 
in dieser Weise bestimmt ist, so ist das Verh~ltnis zwisehen den Werten 
der Ertr~ge je FI~cheneinheit auf irgendeinem Stiick Boden X dutch 

V.X = (1 +D)  (1 + fix) (56) 

gegeben. Wenn wit uns in  einer Hochdrucksituation befinden und fix iiberall 
eine kleine Gr6Be ist, dann muB D infolge yon (55) ebenfaUs eine kleine 
Quantit~t sein. Infolgedessen toni3 nach Formel (56) p x iiberall nahezu 
gleieh P1 x sein. Dies gilt ganz abgesehen davon, wie besehaffen das Niveau 
der Arbeitsaufwendungen 21 x und 2~ X oder ihre Variationen sind. Wir 
kSnnen dies im folgenden Satz ausdrfieken: Wenn der Ertrag je Fl~ehen- 
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einheit sich nahezu in demselben Verhgltnis ffir alle Giiter vergndert, 
wenn wir yon einer Parzelle zur anderen iibergehen, dann wird, wenn 
der Druck auf Grund und Boden wgchst, die Produktion einem Zustand 
zustreben, fiir den auf jeder Parzelle der  W e f t  des E r t r a g e s  je  
F l g c h e n e i n h e i t  ffir al le Giiter  de r se lbe  wird.  Dies gilt abgesehen 
davon, wie groB die Arbeitsaufwendungen je Flgeheneinheiten sind. 

Wenn ein Niederdruek in bezug auf Grund und Boden herrscht, 
k6nnen wir eine solche allgemeine Regel nicht aufstellen. Wir k6nnen 
immerhin folgendes sagen: Wenn wit ,,Niederdruck" dureh die Tatsache 
definieren, dab ffir beide Giiter eine Parzelle existiert, wo das betreffende 
Gut keine positive Rente abweffen kann, dann muB in einer Nieder- 
drucksituation 

(el)m~n ~ e'l ~ (el)max (57) 
und 

( e~ )~  ~ e'2 ~ (e~)m~ 

gelten, wobei (el)mi,~ und (el)ma~ den entspreehenden kleinsten und gr613ten 
Arbeitskoeffizienten fiir das Gut l~r. 1 bezeiehnet, die es unter allen 
Parzellen gibt; ghnliches grit fiir das Gut Nr. 2. Die Grenzen in 
Formel (57) zeigen, dab die Preise, wenn die Arbeitskoeffizienten einen 
geringen Variabilitgtsbereich in der Reihe der betrachteten Parzellen 
haben, nahezu den Arbeitskoeffizienten gleieh sein miissen. Aueh dies 
gilt abgesehen yon den Arbeitsaufwendungen je Flgeheneinheit. 

Abgesehen davon, ob der Druck auf Grund und Boden hoeh oder 
niedrig ist, sehen wir aus Formel (44), dab in dem Fall, in dem die Arbeits- 
aufwendungen ~:~ und 22 x iiberall nahezu gleich sind (woraus folgt, 
dab a x iiberall klein ist) und fernerhin f ix  iiberall klein ist, das 

Preisverhgltnis ~ nahezu dem Verhgltnis zwischen den Arbeits- 
81 

e K  koeffizienten ~ gleich sein muB. Es besteht kein Widerspruch 

zwischen dieser Fes~stellung und der oben erwghnten Tatsache, dab 
das Preisverhgltnis unter Hoehdruck die Tendenz hat, dem Verhgltnis 

zwischen den Bodenkoeffizienten o ~  gleieh zu werden. Wenn die 

Arbeitsaufwendungen je Flgeheneinheit nahezu gleieh shad, dann shad 
ngmlich das Verhgltnis zwischen den Arbeitskoeffizienten und das Ver- 
hgltnis zwischen Bodenkoeffizienten ebenfaUs nahezu gleich. 

Man soU noch bemerken, dab aUe diese obigen Er6rterungen zur 
Ggnze davon unabhgngig sind, wie sich der ProzeB der Standortsver- 
teilung voUzieht. Wir haben ja in dem vorliegenden Absehnitt diesen 
Vorgang iiberhaupt noch nicht er6rtert. Nun gehen wit zu seiner Be- 
sprechung fiber. 

Die Hauptfaktoren, welche bestimmen, ob es das Vorteilhafteste 
sein wird, ein gegebenes Stiiek Boden X fiir das eine oder fiir das andere 
der Gii~er zu beniitzen, sind - -  abgesehen yon den Preisen der Giiter 
der k o m p a r a t i v e  Ertrag und der k o m p a r a t i v e  Arbeitsaufwand 
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auf X. Die Fruehtbarkeit F zeigt nieht in demselben Sinn wie der kom- 
parative Ertrag und der komparative Arbeitsaufwand einen selbst~ndigen 
EinfluB auf den ProzeB der Standortsverteilung. Die Hauptwirkung 
yon E ist nur eine sekund~rere, n~mlich die Wichtigkeit der Rolle, welehe 
der komparative Ertrag spielt, zu vermehren oder zu verringern. In 
der Tat bech~rf es auf einer sehr fruchtbaren Parzelle, d. h. wo der Ertrag 
je l~l~cheneinheit im Vergleich zu der Arbeitsaufwendung je Fl~ehen- 
einheit groB ist, nur einer geringen perzentuellen Vergnderung im kom- 
parativen Ertrag, um die Eintr~glichkeit yon dem einem zu einem anderen 
Gut fibergehen zu lassen, mit anderen Worten gesagt, ist die Wirkung 
des komparativcn Ertrages bier sehr groG. Wir werden sehen, dab es 
nur eine ganz besondere Situation gibt, in der der EinfluB yon F auf den 
ProzeB der Standortsverteilung eine mehr selbst~ndige Rolle spielt, 
n~mlich die Situation, in der alle komparativen Ertr~ge und alle kom- 
parativen Arbeitsaufwendungen gleieh eins sind, wenn es ferner nur 
einen niedrigen Druck auf Grund und Boden gibt und wenn letztlich 
die errcichbare Bodenf l~ehe  einer bestimmten Kategorie in einer ganz 
besonderen Beziehung zu der Nachfrage nach den Erzeugnissen steht. 

Wenn der komparative Ertrag und der komparative Arbeitsauf- 
wand yon einer Parzelle zur anderen merklieh variieren, dann ist es 
wohl einleuchtend, dab diese zwei Parameter (abge~hen yon den Gfiter- 
preisen) die Hauptfakto~en sind, welehe den ProzeB der Standorts- 
verteilung bestimmen. Diese Situation ist so einleuchtend, dab wir sic 
hier gar nicht ngher zu untersuchen brauchen. Jedermann kann sieh dureh 
wenige zahlenm~Bige Beispiele selbst davon fiberzeugen, dab ein gegebenes 
Gut die Tendenz hat, zu denjenigen Parzellen hingezogen zu werden, 
wo sein komparativer Ertrag hoch ist und seine komparativen Arbeits- 
aufwendungen niedrig sind. Die Sachlage ist nicht ganz so klar, wenn 
die Variabilit~t des komparativen Ertrages und des komparativen Arbeits- 
aufwandes gering sind. Aber se lbs t  in  d iesem Fa l l  i s t  der  Ein- 
fluB dieser  k o m p a r a t i v e n  P a r a m e t e r  auf  den ProzeB der 
S t a n d o r t s v e r t e i l u n g  g rund legend .  Die Situation ist in hohem 
MaBe dieselbe wie mit den Wettrennpferden. Der Fall, wo a x und ~ x  
iiberall kleine Zahlen sind, bedarf daher einer n~heren Priifung; zu 
dieser gehe ieh jetzt fiber. 

Die GrSBe der Variablen F auf dem Stfick Grund und Boden, 
welches das Grenzland fiir das Gut Nr. 1 in dem Sinne yon Arbeitskosten- 

Deckungsland ist, bezeichnen wir mit F ' -  el~ In ~hnlicher Weise 

schreiben wir ~ " =  e ~  F "  ist der Grad der Fruchtbarkeit, welchen ~/2 % 

das Arbeitskosten-Deckungsland fiir das Gut Nr. 2 gezeigt hgtte, wenn 
diese Fruehtbarkeit durch das Gut Nr. 2 gemessen worden wgre. Da 
wir iibereingekommen sind, die Fruehtbarkeit dureh das Gut Nr. 1 zu 
messen, muB F "  nicht genau gleich der Fruehtbarkeit auf dem Arbeits- 
kosten-Deckungsland fi~ das Gut Nr. 2 sein. Aber dies wird der Fall 
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sein, wenn a x und fix iiberall gleich sind. In diesem Fall haben wit 
n~mlich iiberall El x --F~ x. 

Mit den oben erw/ihnten Begriffen haben wir 

wobei 

[ h -  (1 ''' (58) A x , p x +  \ p~g/ j  - -  ~--~/j 

Diese Formel wird leicht entwiekelt, indem wir einfaeh die GrSBen in 
die Definition yon a~x--al  x einsetzen. Das Gut Nr. 2 wird in einer 
gegebenen Parzelle X fiber das Gut Nr. 1 die Oberhand behalten, wenn 
A X positiv ist, es wird andererseits unterliegen, wenn A x negativ ist. Wenn 
letztendlich A x gleich 0 ist, dann werden die beiden Giiter gleich stark 
miteinander um X konkurrieren. A x mag daher die Dominanzfunktion 
(dominance function) genannt werden. Ihre Ver~nderung wird die wich- 
tigsten Vorg~nge des Prozesses der Standortsverteilung offenbaren. Der 
Kiirze halber werden wir meist einfaeh A ohne das Superskript schreiben. 

Es ist unmSglich, eine ein~ache und vollkommen Mlgemeine  Regel 
fiir die Ver~nderung yon A aufzustellen. Was die Wirkung yon F auf A 
z. B. betrifft, so ist es selbst unmSglich, allgemein zu sagen, in welehe 
R i c h t u n g  dieser EinfluB gehen wird. Diese Riehtung wird n~mlich 
yon dem Vorzeichen des Koeffizienten yon F in Formel (58) abh~ngen 
und dieses Vorzeichen h~ngt seinerseits yon f12 ab. Mit anderen Worten 
gesagt, kann, wenn wit yon einer Parzelle zu einer anderen fibergehen, 
we fl dieselbe GrS~e hat, w~hrend F zugenommen hat, diese Zunahme 
yon F die Dominanz des Gutes Nr. 2 sowohl vermehren als auch ver- 
mindern. Und ob nun das eine oder das andere zutrifft, h~ngt unter 
anderem yon der GrOBo yon fl ab. Dieses ist einer der Griinde, warum 
die rigorose Annahme f l -  0 fiir die Untersuchung des Prozesses der Stand- 
ortsverteilung so irrefiihrend ist. 

Nor dutch die Unterseheidung zwisehen verschiedenen Situationen 
k6nnen wir eine fruchtbringende Untersuchung yon A durchffibren. 
Zuerst haben wit die Hochdrucksituation. In dieser Situation sind 
die Zahlen ~ und D, wie sie in Formel (53) und (54) definiert sind, 
klein, unter der Voraussetzung, dab die teehnischen Charakteristiken a 
and fl klein sind; wit wollen nun annehmen, letzteres sei der 
Fall. Fiihren wir nun (~1X und D ein und vernachl/~ssigen wir die 
Glieder zweiter Ordnung, d. h. Glieder yon der Form ~D, a ~ usw. 

Ftt 
so erhalten wir - ~  ---- ~lx(1--D) ~2--~K und hienach aus Formel (58) 

Die drei Glieder in der eckigen Klammer in dieser Formel sind alle 
yon derselben GrSBenordnung, ausgenommen den Fall, wenn 2 ~  und ~ 
ann~hernd gleieh sind, wobei sieh dann die Glieder erster Ordnung auf 
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f lX+D reduzieren, so dab die Fruehtbarkeit F jeden EinfluB auf das 
Vorzeiehen yon (59) verliert und folglich auch ohne jeden Einflul3 auf 
die Konkurrenz zwisehen dem Gut Nr. 1 und Nr. 2 bleibt. Wenn 2 ~  
und ~,~ merldieh versehieden sind, dann wird die ~ruehtbarkeit eine 
gewisse Rolle in dem ProzeB der Standortsverteilung spieten, abet keine 
sehr bedeutende Rolle. In der Tat wird, wenn die Fruchtbarkeit steigt, 
tier einzige Parameter in der eckigen Klammer yon Formel (59), der 
yon der 1%uchtbarkeit abh/~ngig ist, n~mlieh 81 x, abnehmen. Die Wirkung 
der Fruehtbarkeit kann daher in dem vorliegenden l~all niemals yon 
grSBerer Bedeutung sein als die Wirkung yon ft. Fiir sehr hohe Grade 
yon Fruchtbarkeit verringert sic sieh sogar zu einer Wirkung, die erst 
in zweiter Linie in Betraeht kommt. Dies zeigt, dab selbst dann, wenn 
die relativen Ertr~ge der beiden Giiter nahezu gleich sind, die Ungleichheit 
dieser Parameter yon grundlegender Wiehtigkeit in dem Prozesse der 
Standortsverteflung sein karm. Der bedeutende Einflul3, der in dem 
vortiegenden Falle yon der Fruchtbarkeit ausgeiibt wird, besteht nieht 
darin, dal3 sic das Vorze ichen  yon A bes~immt, sondern in der Be- 
stimmung der A m p l i t u d e  der Sehwingungen yon A. Letztere Wirkung 
ist dem Auftreten yon iv auSerhalb der eekigen K1ammer in Formel (59) 
zuzusehreiben. 

Wenn die Parzellen einzig und allein nach iv gereiht werden k6nnen, 
so dal3 einem gegebenen iv nicht mehr als eine Grfl3e yon a und nicht 
mehr als eine Gr6$e yon fl entsprechen, dann kann A als eine Funktion 
yon iv angesehen werden. Wenn es fernerhin keine systematische Ver- 
bindung zwiseben der Ver/~nderung yon iv und fl gibt, so dab die Chance, 
ein positives (oder negatives) fl zu erhalten ungef/~hr gleich groB fiir 
kleine wie fiir grebe iv ist, dann wird die graphisehe Darstellung yon A 
als einer l~unktion yon iv ungef/~hr so aussehen wie in Abb. 7. Ob die 
Kurve in einem gegebenen 
Punkt fiber oder unter der 
Nultinie liegt (d. h. ob das 
Gut Nr. 2 oder Nr. 1 die 
Oberhand hat), das h/~ngt in 
e rs te r  Lin ie  yon  den 
durch  fl b e w i r k t e n  
S c h w a n k u n g e n  der K u r v e  
ab (vgl. Abb. 7). Eine Preis- 
steigerung des Gules Nr. 2 
bedeutet infolge yon l~ormel 
(54) eine Steigerung yon D 
(w~hrend die anderen Quanti- 
t~ten in der eekigen Klammer 
der l~ormel (59) unver~ndert 
bleiben). Dies driiekt sich in 
der graphischen Darstellung 

Abb. 7 

¢ 
- f  

einfach dadureh aus, dab die Nullinie gesenkt wird. Das wird einleuch- 
tenderweise die Wirkung haben, dab der Teil der Kurve, der schon oberhalb 
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der Nullinie war, oben bleibt und dab hiezu noch gewisse Teile, die friiher 
unten waren, nach oben kommen. Wenn das Gut Nr. 2 immer h6her und 
h6her gewertet wird, wird das Gut Nr. 1 aus immer mehr und mehr 
Parzellen hinausgedrgngt warden. Die letzte Festung, die das Gut Nr. 1 
halten wird, sind e in ige  der  a l l e r f r u c h t b a r s t e n  G r u n d s t i i c k e ,  
ngmlich solehe, wo in der Zeichnung ein ausgepr/~gtes Wellental auftritt ,  
d. h. wo fl groB und negativist.  So wird as sich, rob gesprochen, verhalten, 
ohne Riicksicht darauf, ob das Gut Nr. 1 oder Nr. 2 den gr6Bten Arbeits- 
aufwand hat. Der Arbeitsaufwand wird in dam vorliegenden Fall nut  
eine untergeordnete Rolle spielen. 

In der Niederdruck-Si tuat ion haben wir zwisehen den beiden Fgllen 
zu unterseheiden, wo entweder eine groBe oder nut eine geringe Boden- 
fl/~ehe yon dem Typus, wo iv hoch und fl hoeh und posit ivist ,  erlangbar 
ist, wobei die Ausclriicke ,,groBe" und ,,geringe" Bodenfl/~che in Be- 
ziehung auf bestimmte Gegebenheiten auf der Nachfrageseite verstanden 
warden sollen, die jetzt ngher erkl/~rt werden. Aus Formal (55) ersehen 
wir, dal3 D, wenn fl iiberall klein ist (wie wir jetzt annehmen), und wenn 
21 x und 2 ~  iiberall ann/~hernd gleich sind, eine kleine Zahl sein muB 
(dies gilt, nebenbei gesagt, ganz abgesehen davon, ob der Druek groB 
oder klein ist). Aus Formel (58) erhalten wir n/~herungsweise 

/ i x  = (fix d- D) F - -  (a x d- d) F "  (60) 
worin d dureh 

~2K = 1 q- d (61) 

definiert ist. Dies ffihrt uns zu einer Situation, die jener /~hnlich ist, 
welche Abb. 7 zeig~, die wir schon besproehen haben. Wir nehmen daher 

an, dab das Verh/i.ltnis ~2~ sich merklich yon 1 unterscheidet. Da 

wir annehmen, dab dieses Verh/~ltnis sich nur wenig ver/i.ndert, wenn 
wir yon einer Parzelle zu einer anderen iibergehen, beeintrgehtigt es 
die AUgemeinhei~ unserer Betrachtungen nicht, wenn wir annehmen, 

dab ~ x  iiberall merklich g r ~ e r  als 1 ist. In  diesem Falle k6nnen 

wir sagen, dab das Gut Nr. 2 den gr6~ten Arbeitsaufwand hat,  ohne dab 
wir as n~itig haben, die Parzelle zu bezeiehnen, auf welche sich diese  
Feststellung bezieht. Die wesentliehe Frage ist jetzt:  Wird das Preisver. 

hgltnis e'__~_~ in dem Gleichgewichtspunkt derart sein, dal3 das Verhgltnis 6rl 

P2K 1 nahe kommt, oder wird dieses Verhgl~nis yon 1 wesentlich PxK 

abweichen ? Wenn P2g nahe bei 1 liegt, dann wird das Vorzeichen des 

Koeffizienten yon F in Formal (58) nahezu ausschlieBlich yon fl abh/~ngen, 
anderenfalls wird das Vorzeiehen yon F merklieh yon dem Vorzeichen yon 

(1--P2~:~ abhgngig sein. 
PxK/ 
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Weleher yon diesen beiden F~llen vorliegen wird, h/ingt davon ab, 
ob eine groBe oder kleine Bodenfl~che yon soleher Art erlangbar ist, 
wo F groB und ~ groB und positiv istl). Wenn eine gen/igend groBe 
Bodenfl~che yon dieser Art erlangbar ist, dann wird das Verh~ltnis 

PBK sich nicht sehr yon 1 unterscheiden. Wenn wir annehmen, dab p,K 
dieses Verh~ltnis nahe bei 1 liegt, dann wird A x in der Tat n~herungs- 
weise gleich mit 

= + + ( 1 - -  F" (62) 

sein, wobei fix und D kleine Zahlen yon de r se tben  Gr6Benordnung 
sind. Die graphisehe DarsfeUung der Funktion d x wird nun yon dem- 
selben Typus sein, wie die in Abb. 7 gezeigte, mit der Ausnahme, dab 
das NuUniveau viel h6her liegt, so dab nur wenige yon den h6ehsten 
Gipfelu oberhalb der Nullinie liegen. Diese Gipfel entsprechen den 
Parzellen mit hohem _~ und hohem und positivem ft. Dies ist der Typus 
yon Grund und Boden, wo das Gut mit dem h6ehsten Arbeitsaufwand 
erzeugt werden wird. Die Tatsache, dab es nur wenige solche Gipfel 
gibt, bedeutet natiirlich nicht, dab auch die gesamte Bodenf l~ehe  
yon dieser Art yon Grund und Boden gering ist. Dies is t  eine davon  
v611ig unabh~ng ige  Ta t sache ,  welehe als ein neues D a t u m  
in das P rob l em e ingeht .  Nehmen wir nun an, dab genug Boden- 
fl~che yon dieser Art yon Grund und Boden erreichbar ist,  um die 
effektive Naehfrage naeh dem Gut Nr. 2 zu befriedigen. ])as Preis- 
gleiehgewieht wird dann sehon durch eine geringfiigige Ver~nderung 
der Preise hergestellt werden, um gerade die Menge yon Boden, die fiir 
das Gut Nr. 2 gebraueht wird, bereit zu stellen. In der Preislage, die 
sich letztendlich ergibt, wird das fruehtbarsfe Land zwischen der Pro- 
duktion des Gutes Nr. 1 und des Gutes Nr. 2 in einer Weise geteilt werden, 
welche vornehmlieh dureh die Ver~nderungen yon/~ bestimmt ist. 

Wenn andererseits nur eine kleine Bodenfl~che yon dem in Frage 
stebenden Grund und Boden erreichbar ist, dann wird der Preis des 
Gutes Nr. 2 entsprechend der unbefriedigten Nachfrage steigen mtissen. 
Dies muB zwei Wirkungen haben: Es wird die Nullinie in Abb. 7 
nach unten bewegen und gleichzeitig das Bfld der graphischen Darstellung 
selbst ver~ndern. Es wird n~mlieh einen nach aufw~rts gerichteten Trend 
einfiihren, w e i l  der Koeffizient yon P in Formel (58) nun positiv 
definiert werden wird. Dies soll nicht bedeuten, dab A monoton mit F 
w~chst. Da k6nnen noch kleinere Sehwaukungen nach oben und unten 
vorkommen, abet der Trend auf lange Sieht wird aufw~rts gerichtet 
sein. Wir werden eine Situation vorliegen haben, ~hnlieh wie sie Abb. 8 

~.~X 
1) Wenn wit angenommen h~tten, daft ~-~ wesen~lieh kleiner als 

1 ist, so w~re der Typus des in Frage kommenden Grund und Bodens 
Boden mit • und groBem negat iven fl gewesen. 

7* 
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zeigt~. In diesem FaUe ist der Hauptfaktor, der Standortsverteflung 
beeinfluBt, die Fruchtbarkeit. Das Gut mit dem h6chsten Arbeitsaufwand 
wird, ganz rob gesprochen, zu dem fruchtbarsten Boden hinbewegt 

werden. 

A b b .  8 

~F  

Eine exaktere DarsteUung 
des Prozesses der Standorts- 
verteilung kann dann gegeben 
werden, wenn wir die H~ufig- 
keitsverteilung der Parzellen 
nach ihren Charakteristiken a, 

und iv einfiihren. Um die 
Sache zu vere'mfachen, wollen 
wir annehmen, da~ der Boden 
sich kontinuierlieh fiber unend- 
lich viele Parzellen verteilt und 
dab die Attribute a und ~ yon 
F unabh~ngig sind. Mit andern 
Worten gesagt, nehmen wir an, 
da~ wit eine Matrikelfunktion 
yon der Form 

(a, 8, F) = K (a,/~). H (F) (63) 

haben, wo K yon F u n d  H yon a und fl unabh~ngig ist. 
Einige yon den Paxzellen mit der Fruehtbarkeit F werden zur Er- 

zeugung des Gutes Nr. 2 beniitzt werden, n~mlieh solche, fiir welche 
/ i x >  0 und gleichzeitig ~ > 0 ist. Diese Bedingungen bedeuten, 
dab der Ptmkt (a, 8) oberhMb der beiden geraden Linien liegt, welche 
wit in (g, 8) Koordinaten folgendermaBen ausdriieken: 

F,  t - -  ~IK~ F'  - - { 1 - -  P1K~ = B(a) = -T-  a + .1 ~ / F \ p ,K / (64) 

und 
F"  F" 

fl = O(a) = T a + -~-- - -  1 (65) 

Wenn _~ sich ver~ndert, so ver~ndern sich auch die geraden Linien mit 
der Formel (64) und (65). AUe die Linien, die dureh Formel (64) definiert 
sind, werden dureh den Invaxianzpunkt 

(a  ~ I K _ _ I  PaK 1) 

gehen. Alle Linien, die durch Formel (65) definiert sind, werden dutch 
den Punkt (a----~l, f l = - - l )  gehen. Fernerhin sehen wir, dab ffir jede~ 
~' die beiden Linien, die dureh Formel (64) und (65) definiert sind, par- 

allel sind und dab B ( a ) ~  U(a) ( PIK~ (9 ~_zr') ist. Die notwendige = \ p ~ K ]  " 

und hinreichende Bedingung dafiir, dab der Punkt (a, fl) oberhMb der 
beiden Linien liegt, ist daher, dab ~ > B  (a) wenn F >F" und daI3 
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fl > G(a) wenn IV < F'. Der Prozentsatz der Paxzellen mit der Frueht- 
barkeit V, weleher zur Erzeugung des Gutes Nr. 2 benfitzt wird, ist folge- 
riehtiger Weise gleieh mit 

-.boo + o o  

- -  1 ( 6 6 )  

f ela f d~.K.(a,,) 

Die untere Grenze des zweiten Integrals in Formel (66) sell gleich 
B(a) oder C(a) gesetzt werden, je nachdem, ob F >< F'.  Die unteren 
Grenzen in den fibrigen Integralen sind - -  1, da 1 + a und 1 + fl infolge 
der Definitionen (48) und (49) positiv sein mtissen. Die einzige Art 
und Weise, auf die F ~  beeinfluBt, ist dureh die untere Integrations- 
grenze B(a) bzw. C(a). Dies ist die bedeuteadste Folgerung aus der 
Annahme, dab die Verteilung yon a und fl yon ~' unabh~ngig ist. Wean 

a iiberall gr6Ber als ~t,K 1 ist, was dasselbe bedeutet, wie dab 

fiberall t2 x > ~ x  ist, dann genfigt es, die Integrationen in Formel (66) 
fiber das Gebiet rechts yon dem Invarianzpunkt ffir (64) auszudehnen. 

~tr 
Da die Neigung der geraden Linien (64) und (65), n~mlieh -~-, immer 

mit F sinkt (flit eine gegebene Preislage), sehen wir, dab eine Steigerung 
yon IV, wenn fiberall t~ x > ) x ,  niemals eine Einschrgnkung des Inte- 
grationsgebietes bedeutet. Da der Integrand nicht negativ ist, grit 
folgeriehtiger Weise dieser Satz: Wenn die Verteilung der Charakteri- 
stiken a und fl yon F unabh~ngig und wenn iiberall 1~ x > 2t x ist, dann 
wird die relative Anzahl der Parzellen (yon einer gegebenen Frueht- 
barkeit), welche zur Erzeugtmg des Gutes Nr. 2 benfitzt werdem, nicht 
sinken, wenn die Fruehtbaxkeit steigt. 

Ein ~hnlicher Satz kann in bezug auf den komparativen Ertrag 
entwickelt werden. Wenn die Verteilung in (F,a) yon fl tmabhgngig 
ist mad wenn wir bereehnen, ein wie hoher Prozentsatz yon dem Boden 
mit dem komparativen Ertrag 1 +fl zur Erzeugung des Gubes Nr. 2 
benfitzt werden wird, werden wir dazu gefiihrt, das Integral der 
Matrikelfunktion in (iV, a) fiber diejenigen ISmkte zu betraehten, welche 
rechts yon dem Punkt F = 0 und unter den beiden geraden Linien mit 
folgenden (F,a)-Koordinaten: 

a = a ( f l )  = ( f l + l  p ,K)  iV /1 2,K~ (67) - -  G - - -  ~ -~---~ --~--ff] 

und 

a = c ( ~ )  = ( ~ + 1 ) ~ - - 1  (68) 

liegen. Wenn fl sieh vergndert, dann veri~ndern sieh aueh die Linien, die 
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durch die Gleichungen (67) und (68) definiert shad. Der Invarianzpunkt 

~IK - -  I) fiir (67) und ( F =  0, a =  - -  1) ftir (68). Die ist ( F =  0, a = 22 K 
Neigung yon (67) ist geringer als diejenige yon (68) mad beide Neigungen 
nehmen zugleieh mit fl zu, so dab die Fl~che, welche gleichzeitig unter 
beiden Linien und rechts vom Punkte  F = 0  liegt, w~chst, wenn fl w~ehst. 
Algebraiseh ausgedriickt: Min [a (/~), c (fl)] w~tehst mit/~ fi~ jedes F >  0. 
Hieraus folgt: Wenn die Verteilung der Charakteristiken F u n d  a yon 
fl unabh~ngig ist, dann sinkt die relative Anzahl der Parzellen (mit einem 
gegehenen fl), welehe zur Erzeugung des Gutes Nr. 2 beniitzt wird, nicht, 
wenn fl zunimmt. 

oiK 
O1K etl ' 81K 01K elK etl 

p~K - 

B = - - I  

= PIK__I 
ps K - 

# = 0  

[3=0 
# = p~K__ I 

p,,K - 

er-----~ 2 ~ O'J....~ K eP_.~2 :> e lk  
6t1 01K ' et I elk 

F~_---F, , 
_ 2 2 _  

I I  l 

#=0 

Abb. 9 

O~ K ePI 81K 
o-7>  . . . .  



Einige Punkte einer Preistheorie 103 

VCenn iiberall a=/~, was bedeutet, dal] fiberall F 1-~iV~, so hat die 
Verteilung nut zwei unabh~ngige Parameter/~ und iv. Das Gut Nr. 2 
wird in denjenigen Punkten der (/~,P)-Fl~che die Oberhand gewinnen, 
die rechts yon der senkreehten Linie F----IV" und oberhalb der gleich- 
seitigen Hyperbel 

(~ "{-1 PaK ) (F F") -~ P1K (i V'' - -  p----~ - -  ~ - - F ' )  (69)  

gelegen sind. Das reehte Glied in Formel (69) kann aueh in der Form 

PIK ~1~ geschrieben werden. Die Abszisse in der Gleiehung (69) p~K ~2K ] 
die der Ordinate f l = ~ l  entsprieht, ist .F=IV'. Die Ordinate fl in 
Formel (69) (rechts yon F=F')  steigt oder f~llt monoton, je nachdem, 
ob iv"< iv' oder IV">F' (im vorliegenden Falle, wo FI=F~,  ist P', 
die Fruehtbarkeit des Arbeitskosten-Deckungslandes ffir, das Gut Nr. 2). 

Und dieses Kriterium ist ~quivalent mit e'__~2 ~ e~_~ Die vier Situa- 
~t 1 e l  j~  " 

tionen in Abb. 9 sind mSglich. Welche yon diesen vier Situationen 
sich in der Tat verwirklichen wird, das h~ngt yon der genauen Natur 
der Verteilung der Parzellen nach iv und fl ab. Urn irgend eine der 
Situationen in Abb. 9 aufrecht zu erhalten, mull die gesamte Boden- 
fl~che, die durch die ParzeUen in der schattierten Fl~che oberhalb der 
Hyperbel dargestellt ist, gerade ausreichen, um die effektive Nactffrage 
nach dem Gut Nr. 2 bei dem in Frage stehenden Preis zu befriedigen. 
Eine genaue Untersuchung der verschiedenen mSglichen F~lle kann 
leicht nach denselben Grundlinien durchgefiihrt werden, welche wir 
in der Besprechung der Standortsverteilung verfolgt haben, wenn a 
und fl ldeine Zahlen waren. 

Die wiohtigste Seite, naeh der dieses Ergebnis verallgemeinert 
werden miiBte, besteht darin, den Fall zu betrachten, wo der Grad der 
Intensivierung 2 und das Ertr~gnis fiir die Arbeitsstunde ~ n ich t  kon- 
s t a n t  sind. Ein Weg, auf dem eine solehe Verallgemeinerung gemacht 
werden kann, besteht darin, die Reihe der Gleichgewichtspreise el, e~... 
• ..en als eine neue Reihe yon Ver~nderliehen in die l ~ a t r i k e l f u n k t i o n  
einzufiihren, indem man immer noch diese Funktion fiir unser Problem 
als ein Datum ansieht. Eine solche Untersuehung w~re nieht wesentlich 
komplizierter als diejenige, welehe wir oben klargelegt haben. Aber 
~ndererseits wiirde dies kein wirklich neues Element in unsere Untersuchung 
einffihren. Das, was in dem Falle, wenn wir die Quantit'~ten 2 und 
als Variable ansehen, wesentlich ist, ist n~mlich die Untersuchung, wie 
tier Meehanismus der gegenseitigen Abh~ngigkeit zwisehen der Preislage 
und den einzig und allein t e c h n i s c h e n  Charakteristiken des Produktions- 
prozesses arbeitet. Wenn wir einfach die Preise in die Matrikelfunktion 
einfiihren und diese Fanktion als ge_geben annehmen, so wiirden wir 
yon dem allgemeinen Problem gerade dasjenige ausschlieBen, was daran 
~m wesentlichsten ist. 
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Eine wirklich tier schiirfende Untersuchung des allgemeinen Pro- 
blems wiirden wir nur dadurch erhalten, dab wir als Grundlage unserer 
Untersuchung eine bestimmte Verteilung der BodenparzeUen nach der 
Natur der technischen Produkt ionsfunkt ionen nehmen, die in jeder 
Parzelle vorwalten. Wenn wit yon diesem einzig und allein ¢echnischen 
Datum und yon der Natur der Nachfragefunktionen ausgehen, so mfil3te 
das endgiiltige Gleichgewicht der Preise analysiert werden. Aber bier 
will ich reich darauI beschr~nken, dieses Problem nur darzulegen, ohne 
einen Versuch zu machen, es zu 18sen. 

(~bersetzt yon Gerhard Tintner ,  Wien.) 


