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RAGNAR FRISCH
(Da Universidade de Oslo, Noruega)

O PROBLEMA DOS NUMEROS-INDICE

1. INTRODUCAO

O problema da construcao de um
numero-indice é tanto de teoria econd-
mica, como de técnica estatistica. Real-
mente, tédas as discussdes acérca da
“melhor” férmula de indice, dos “mais
corretos” pesos efc., tém que ser vagas,
indeterminadas, enquanto a significa-
c¢ao do indice nao for exatamente defi-
nida.. E definicao dessa ordem nao pcde
ser dada, evidentemente, com base,
apenas, em fundamentos empiricos,
porque exige consideracdes tedricas.
Por isso mesmo, parece adequado in-
cluir um sumario
comentado desta

dades de bens econdmicos, intensidade
de trafegos, fertilidade de solos ete..
Cada modalidade de numero-indice ad-
mite ser considerada separadamente, ou
em conexio com outras espécies, como,
por exemplo, quando um indice de pre-
¢os e um indice de quantidades sao usa-
dos como elementos na equacao de
troca*, de IrvING FISHER oOu, mais co-
mumente, quando um numero-indice é
construido para cada um de certos fa-
téres, tal o caso considerado por Wis-
NIESKI®. Hste aspecto geral do proble-

ma nao sera tra-

tado aqui. Nosso

matéria nos rela-
térios de Teoria
Geral da Eco-
nomia, de Eco-
nométrica.

O problema
do nimero-indice
surge sempre que
se deseja uma ex-
pressao quantita-

EM a REVISTA, em diferentes opor-
tunidades, publicado estudos diversos
em térno da metodologia estatistica

dos mumeros-indice. Ainda recentemente
(ms. 39 e 40) divulgou no Brasil, mercé de
traducbes especiais, duas coniribuigées
substanciais de RENE RoY, Presidente da
Sociedade de Estatistica de Paris e auto-
ridade de projecdo internacional no terreno
da Econometria.

Agora, devidamente autorizada pela
“The EFconometric Society” dos Estados
Unidos, a REVISTA, ainda em traducdo
especial, publica o trabalho que o Pro-
fessor RagNAR FriscH, da Universidade de
Oslo, apresentouw dquela Sociedade, «
respeito do delicado problema dos niame-

relatério serd li-
mitado somente
ao problema dos
numeros - indice
de precos.

Mesmo na in-
timidade déste
campo mais res-
trito, diversas in-
terpretacbes sao

tiva para um
complexo cocme-
posto de mensu-
racoes individuais, para as quais nao
existe uma unidade fisica comum. O
desejo de relacionar tais mensuracoes
e o fato de que isto ndo pode ser feito
mediante o emprégo, somente, de prin-
cipios fisicos, ou técnicos, de ccmpara-
cdo, constitui a esséncia do problema
do numero-indice, e tédas as dificulda-
des se centralizam ai.

Construcdes dessa sorte podem ser
tentadas para muitas e diversas espé-
cies de mensuracdes: precos e quanti-

ros-indice.

possiveis. A va-
riedade dos fins
é bem discutida
por WesLEy C. MITCHELL, que diz, entre
cutras coisas®:

lguém, por exemplo, deveria com-
pilar uma série especial para prever
mudangas nas condi¢ées de negdcios.
O compilador poderia =selecionar as
utilidades cujos preccs no passado assi-
nalaram as mais preccces e regulares
indicacées de mudancas, que, subse-
giientemente, ccorreram nos nimeros-
-indice; poderia ponderar estas séries
de acordo com a fidedignidade anterior
das mesmas, como barémetros de pre-
¢o, e ser-lhe-ia licito usar um método

1 The Pu’rchasing Power of Money, first edition, New York, 1911.

2 Journ. Am. Stat. Ass., March, 1931.

3 The Making and Using of Index Numbers, U. S. Bureau of Labor Statistics. Bulletin

n.e 284, October 1921, pag. 24.



188 REVISTA BRASILEIRA DE ESTATISTICA

qualquer com o fim de achar a média das flutuacdes que desse os melhores
resultados para ésse fim. Provavelmente, tal série nao representaria medida
fidedigna das variacdes na capacidade aquisitiva do dinheiro, mas seria, prova-
velmente, melhor adaptada ao seu especial proposito.

No presente relato, ndo se discutirdo os numeros-indice dessa espécie,
porque nos limitaremos agqueles cujo objetivo € o de medir, de alguma sorte,
o poder de compra. Serdo considerados, somente, os problemas fundamentais
tedricos. Nao trataremos de questbes praticas ligadas a fidedignidade ocu inte-
gralidade dos dados, nem discutiremos questdes surgidas da necessidade pratica
de usar um numero limitado de artigos representativos,

As principais contribuicées a ésse terreno sao encontradas nas obras de: W.
StaNLEY JEVONS 4 F. Y. EpgEworRTH®, C. H. WaALsH®, IRVING FISHER®, WESLEY C.
MrTcHELL %, A. C. P1cou®, Corrapo GINI, FRANGOIS DIvisia™, RENE Rovy ™, J. M.
KevNEs®, A. L. BowlLEY *, GOTTFRIED HABERLER™, L. V. BORTKIEWICZ*, A. A.
Kontis ", R. G. D. ALLEN ® e Hans STaEHLE . Talvez possa eu acrescentar, tam-
bém, uma referéncia a alguns dos meus préprios artigos ™.

A antiga obra-padridc é a de EDcEwWORTH. Entre as contribui¢ées mais recen-
tes, a de STAEHLE parece a mais original e construtiva, embora talvez lhe falte
alguma simplicidade e penetracao.

Resumirei, a seguir, os tracos salientes do progresso alcancado por eéstes
autores no terreno evidenciado, e, em certos pontbs, tentarei estender um
pouquinho mais a analise.

2. O CRITERIO ATOMISTICO

Existem dois caminhos fundamentalmente diferentes pelos quais é possivel
chegar ao problema dos nimeros-indice de precos. Damos a éstes caminhos
as denominacdes de critério atomistico e critério funcional. No atomistico, os
precos p’, v',..., ¥, e as quantidades ¢’ @°, ..., g¥, das varias mercadorias s&o
considerados — ac menos no aspecto principal —como duas colegdes de variaveis
independentes. E o objetivo final é definir determinada funcéo destas 2N varia-
veis capaz de fornecer uma expressdo adeqguada no “movimento geral” dos pre-
cos. No funcional, presume-se a existéncia de certas relacdes caracteristicas
entre precos e quantidades, e isto muda completamente a natureza do problema.
Endquanto no atomistico, torna-se impossivel uma definicdo l6gica e tUnica do
numero-indice, tal definicio se apresenta exeqiiivel como veremos, sob o critério
funcional.

Consideremos, primeiramente, o critério atomistico. O exemplo tipico é a
maneira segundo a qual IrviNG FIsHER deixa uma balanca mecénica ilustrar os
dois lados da equacdo da troca . Num lado estdo pendurados, a distancias dife-
rentes do fulero, um pao, um balde de carvao, e uma peca de fazenda, equilibra-

+ Separata de trabalhos publicados em Investigations in Currency and Finance, Londres, 1909.

& Trabalhos diversos publicados na maioria em Papers Relating to Political Economy
vol. 1, Londres, 1925.
The Measurement of General Exchange Value, New York, 1901. Also Quart. J. Ec., 1924,
%oc. cx% and The Making of Index Numbers, first edition, Boston, 1922.

oc. cit.

Wealth and Welfare, London, 1912, Chap. III, second edition, 1924, Chap. V.

0 Metron, July, 1924, and Feb., 1931.

1 “L’indice monetaire et la théorie de la monnaie.”” Separately and in Revue d’Economie
Politique, 1925.

12 Révue d’Economie politique, 1927.

18 A Treatise on Money, London, 1930, Vol. I, Book II.

14 Jour. Roy. Stat. Soc., 1919, 1921, and 1926. Econ. Journ., 1923 and 1928.

15 Der sinn der Indexzahlen, Tiibingen, 1927. Also Weltw. Arch. 1929.

6  Nordic Statistical Jouwrnal, 1923, 1924, 1932.

17 Economic Bulletin. Conjuncture-Institute of Moscow. n. 9/10, 1924 (Russian).

18 Ecomomica, May, 1933.

¥ Arquiv. f. Sozialw. u. Sozialpol., 1932. International Comparisons of Food Costs,
(In studies and reports on the International Labour Office. Series N., N.¢ 20), Economelrica,
1934, page 59, and The Review of Economic Studies, june, 1935.

2 New Methods of Measuring Marginal Utility, Tiibingen, 1932. Section 9. Also Journ.
Am. Stat. Ass., Dec., 1930.

# The Purchasing Power of Money, Chap. II, Section 3.
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dos todos os trés por uma boélsa pendurada no oufro lado. Os pesos representam
as quantidades e “os bracos” (distincias ao fulcro) os precos. Grandezas alter-
nativas dos pesos e dos bracos sao discutidas, ilustrando a concepcao de precos
e quantidades como variaveis independentes.

A calculacido da média dos precos € ilustrada através do expediente de si-
tuar os trés objetos num ponto médio. O braco déste ponto — e sendo o mo-
mento o mesmo — é, naturalmente, determinado com precisio, dando, dessarte, a
idéia de que a concepcdo de um preco médio estd bem definida. A nltima parte
do exemplo € perigosamente traicoeira. Com efeito, essa feicAo do exemplo que
impbe a determinacio unica do braco médio, é a comensurabilidade fisica dos
pesos, sendo uma libra de pao — do ponto de vista da balan¢a mecanica —
jgual a uma libra de carvio, etc.. Mas, é precisamente a auséncia desta comen-
surabilidade fisica que vem a constituir o problema do numero-indice.

A indeterminacido criada pela incomensurabilidade fisica é, de fato, sobre-
maneira perturbadora no tratamento atomistico, e ja se fizeram varias tentati-
vas vis no afa de supera-la.

Primeiramente, ha que considerar aquilo a que EpGEWORTH chamou conceito
do padrdo indefinido, que pode ser, mais apropriadamente, denominado critério
estocdstico 2. Faz-se, aqui, a suposicao de que qualquer mudanca no nivel de
precos deve, por assim dizer, manifestar-se através de modificacdo proporcional
em todos os precos. Qualquer desvio dessa restrita proporcionalidade ha de ser
considerado como devido a oufras causas diferentes daquelas nas quais pensa-
mos, quando falamos em mudanca de nivel de precos. A maneira de distinguir,
de modo concreto, essas duas colegoes de causas, ndo é essencial a existéncia con-
ceitual do fator de proporcionalidade. Mas, de fato, essa distincao é, em geral
— de forma mais ou menos explicita — aceita como sendo a mesma que existe
entre as causas monetarias e as nao monetarias.

De ac6rdo com éste conceito, o desvio das mudancas de preco individual,
partindo da proporcionalidade, deve ser considerado mais ou menos como érro
de observacao. Mas, neste caso, a aplicacdo da teoria dos erros deveria possibili-
tar-ncs a determinacdo do fator subjacente da proporcionalidade. Se compa-
rarmos as duas situacoes de precos, 0 e I, qualquer uma das razdes.individuais
de precos p/*/p.* (k=1, 2, ..., N) pode, em primeira aproximacao, ser tomada
como uma estimativa da mudanca do nivel de pregos, tdo boa como qualquer
outra dessas razoes. Consegilentemente, a simples média das mesmas fornecera
uma estimativa da mudanca do nivel de precos entre 0 e 1. Se pesos de-
vem ser aplicados em todas estas promediacoes, éles hdo de exprimir a precisdo
das observacdes individuais. Estas nio necessitam ser proporcionais & impor-
tancia econémica das mereadorias, como se fossem medidas, por exemplo, pelas
quantidades g, ou, pelos valores = p*q*. O aperfeicoamento déste tipo de andlise
conduz ao estudo da distribuicdo estalistica das razdes individuais p.*/p,*. Cri-
térios podem ser estabelecidos com o fim de verificar a normalidade da distri-
buicado, a independéncia das observagoes, etc.. Consideracdes dessa espécie levam
a4 ado¢do de médias que diferem da média aritmética, particularmente — no
caso de distribui¢Ges assimétricas — a média geométrica *, e — se as observa-
coes estdo acentuadamente dependentes — a mediana ponderada® (LAPLACE,
Method of Situation) .

A nocao de nivel de precos, dessarte, torna-se aqui essencialmente estocdsti-
ca. Podemos fazer indicacGes de probabilidade em torno disto, mas nio asser-
coes exatas como aquelas, licitas, que formulamos em relacio a outras magnitu-
des num esquema. econdmico tedrico. Por conseqiiéncia, o nivel de precos tem
significacdo, apenas, quando déle participa grande numero de bens individuais.

Papers, Vol, I, pag. 196 and 235.

EDGEWORTH, Vol. 1, pag. 243. “Assuming... accidental deviations...”
EpGEWORTH, Vol. 1, pag. 238.

EDGEWORTH, Vol. 1, pag. 249.

L]
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Como diz EpGEWORTH *: “Para mim a concepcao aparece algo indefinida, como
aplicada a dois ou poucos artigos e sem relacdo & teoria das médias”.

Isto, conclusivamente, elimina a possibilidade de se usar o conceito supra
como definicdo do nivel de precos. Pelo menos, para muitos tipos de analises
econdémicas, serd um conceito impossivel, como, por exemplo, nos casos em
que se deseja construir uma escala hierdrquica de indices, sendo cada um déles,
em si mesmo, um compdsto de indices de ordem inferior. Além disso, a base
l6gica de todo o conceito parece insustentavel. Nao podemos supor que o “fator
monetario” se manifestara como mudanca proporcional de todos os precos. Es-
tou, portanto, de acordo com KEvNES, quando éle, vigorosamente, critica a defi-
nicio estocastica do nivel de precos, em na achando ‘“globalmente errada””, €
com GINI, que diz: “qu’on ne peut arriver & résoudre le probleme de la maniére
envisagée *.”

Estou falando aqui da definicdo exata do conceito de nivel dos precos. O
estudo das distribuicées das razdes de precos e questdoes similares é, em si mes-
mo, altamente significativo sob outros diferentes pontos de vista, como, por
exemplo, como meio de descrever concretamente as varias utilidades, de acordo
com seu comportamento nos pregos, etc., da forma por que o fizeram FREDERIC
C. MiLLs ® e outros, ou para elucidar a natureza de varias formulas de nimeros-
-indice, sugeridas a titulo de aproximacdes.

Outra tentativa de fugir a indeterminacio — engquantc nos encontramos,
ainda, sob o ponto de vista atomistico — é a prova de verificagdo, que consiste
em formular certas provas formais, considerando a funcido que representa a
mudanca do nivel dos precos de uma situacgio & outra. O expoente dessa idéia
¢ Irvine FISHER. Facamos P, como numero-indice que exprime a razdo entre o
nivel de precos no ponto 1, “ponto objetivo”, e o nivel de precos no ponto 0,
“ponto basico”. P, é suposto depender dos precos p’ ... n°, P ... D7,
e das quantidades ¢, ... ¢, ¢'... ¢. Algumas das mais importantes provas
sao as seguintes:

Prova de identidade: P, —1.

Prova da inversdo (prova da inversio no tempo): PuPuw=1.

Prova circular: PP = Po.

Prova da comensurabilidade: P, nio se alterard com a mudanca da uni-
dade de mensuracido de qualquer uma das utilidades individuais.

Prova da determinacdo: P, nio se tornard zero, infinito, ou indeterminado,
se um preco ou uma quantidade individuais se anulem.

Prova da proporcionalidade: Se todos os precos individuais mudarem na
mesma proporcio de 0 a 1, P serd igual ao fator comum da proporcionalidade.

O indice de SAUERBECK, isto €, a média aritmética simples das razdes dos
precos,

2.1 D I

(que pode ser considerado como o resultado obtido pela forma mais simples
possivel da aproximacio estocastica), satisfaz, somente, as provas de identidade,
comensurabilidade e proporcionalidade. As férmulas bem conhecidas de Las-
PEYRES ¢ PAASCHE

La _ 2 P10
POI R =

2.2) )
2 Podo

@.3) o . 2 P10
- o1 X qopt

26 Econ. Journal, 1923, pag. 343.

21 A Treatise on Money, Vol. I pag. 85.

8 Metron, 1924, pag. 21.

20

The Behavior of Prices, New York, 1927.
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atendem as provas de comensurabilidade, determinacio e proporcionalidade, mas
nao a prova da inversao, nem a fortiori, & prova circular. O cruzamento entre
éles,

. Ide _ La Pq
(2.4 Py = \/ Poi - Pyl s
ccnsiderado por BowLeEy, recomendado por WALSH e Prcou e chamado por

FisHer a formula ideal, satisfaz & prova da inversdo, mas ndo & prova circular.
O mesmo pode ser dito em relacdo a férmula de EDGEWORTH,

- (go+q1)
@, pEi _ X Pt )
2-5) 01 X polgo+qy)

De outro lado, a média aritmética com pesos constantes

9.6 ph.cpe _ L ry i
-6 o X pog

(onde os g s@o independentes do ponto 0 e 1’_), bem como a média geométrica
de pesos constantes

1 N
(2 7) PG.o.p.c. _ Tr}?? _ (pII)a (pIN)a
. 01 - -

T p§ @H™ .. (poN)“N

(sendo Za=1 e os «, independentes dos pontos 0 e 1) satisfazem 2 prova cir-
cular (para qualquer conjunto de trés pontos, no qual os g Oou os o SA0 Os
mesmos) ; atenders, além disso, (2.6), as outras provas mencionadas; para qual-
quer comparacio onde as quantidades g podem ser supostas sensivelmente cons-
tantes, (2.6) da, portanto, solucdo satisfatéria. Isto é, porém, apenas, um caso
trivial. A dificuldade fundamental é que, na maioria dos casos, particularmente
para comparacdes geograficas ou confrontos entre pontos remotos de tempo,
serd absurdo admitir a constancia dos g. Em tais casos, devemos deixar que a
férmula dependa dos ¢, e ¢: atuais, o que nos reconduz as férmulas dos tipos
(2.1) — (2.5).

As dificuldades aqui discutidas sfo inevitaveis, desde que porfiemos em

-permanecer sob ¢ ponto de vista atomistico e consideremos os p e ¢ como varia-

veis independentes. Nessa suposi¢io (e admitindo certas propriedades de con-
tinuidade da férmula do numero-indice), tenho provado, a rigor, que trés pro-
vas tdo fundamentaveis — como as de comensurabilidade, determinacio e cir-
cular — néo podem ser satisfeitas ao mesmo tempo®. E, mesmo se alguma des-
tas provas for abandonada (FisHER, por exemplo, dispds-se a relegar a
prova circular), as restantes nao conduzem a uma férmula Unica.

A despeito de a prova de verificacdo ndo poder levar-nos a uma férmula
especial, capaz de ser considerada como a definicdo do nivel dos precos, ela é,
ainda assim, um instrumento conveniente na tarefa de ajuizar os méritos com-
parativos de varias férmulas, que se sugerem, heuristicamente, como aproximacio
a um nivel de pregos definido por alguns outros meios.

Instrumento especial, que merece mencionado em conexdao com o critério
atomistico, € o método em cadeia, originalmente introduzido por ALFRED MAR-
SHALL ., Esse método adapta-se a dados cujos pontos sio ordenados numa Unica
seqiiéncia, que significa, na pratica, séries eronolégicas, mas nio dados geogra-
ficos. Seja P, qualquer férmula de indice para a comparacio direta entre dois

30 Journ. Am. Stat. Ass., Dec., 1930.
31 Coniemporary Review, March, 1887,
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pontos: por exemplo, uma das férmulas definidas por (2.1) — (2.7). O indice
em cadeia P.., entre dois pontos quaisquer, s e ¢, é definido, entdo, por

2.8 Py =

sendo zero o primeiro ponto existente nos dados. A definicao (2.8) pode, obvia-
mente, ser aplicada tanto para s < {, como s=1. 8e s< it a (2.8) reduz-se
a (2.9).

2.9 Py=Post1,Pst1s42 - Pi—pp - .

Qualquer indice em cadeia P,. satisfaz & prova circular e & da inversio, sem
levar em conta a espécie do indice elementar sdbre o qual € construido. Se o
indice elementar atende & prova circular, ndo ha diferenca entre o indice em
cadeia e o indice direto calculado pela mesma férmula.

Ao método em cadeia, deu-se-lhe, gracas a Divisia, elegante justificacédo
l6gica, a qual, em esséncia, é a seguinte. Consiste o problema em separar o valor
total ¥pg num produto de dois fatores,

(2.10) PQ =X pg,
dos quais o primeiro P pode ser havido como representante do “nivel geral de

precos” e o segundo @ como “o volume fisico total”. A fim de proceder dessa
forma, Divisia considera o seguimento no espago dimensional 2N, cujas coorde-

nadas sdo p* ... »¥, ¢ ... ¢°. Tem-se, dessarte
(2.11) PdQ + QdP = X pdg + ¢dp,
a qual, dividida pela (2.10), da
((2.12) dlogP+dlogQ= Y adlog p+ X adlygy,
onde
1 g1 NN
(2.13) ol = f;qpq ....an=p—zg;;.

A formula (2.12) é valida para qualquer que seja a definicho de P e @,
respeitada a Unica condicdo de que a (2.10) seja obedecida. Como a analogia
formal entre os térmos nos dois membros de (2.12) sugere, muito naturalmente,
se efetue a definicdo de P e @, equacionando separadamente os térmos de
(2.12), facamos:

(2.14) dlog P =3 odloygp,

(2.15) dlog Q=X o dlogq.

A igualdade (2.14) é uma definicao diferencial do indice de preco, e a (2.15),
uma definicao similar do indice de quantidade. Se a (2.14) for integrada numeéri-
camente, seremos conduzidos meramente a um indice em cadeia da forma 2.9,
ou, mais geralmente, (2.8) . Como férmula elementar do encadeamento, pode-
mos tomar a de Laspevres ou a de PaascHE, ou a de EDGEWORTH, ou quase qual-
quer outra, de acoérdo com a escolha do principio da aproximagdo para os graus
da integracdo numérica. Se os pesos (2.13) forem constantes durante o periodo
da integracdo, o resultado sera, simplesmente, — como Roy ® ja havia salienta-
do — a média geométrica (2.7). Uma vez que (2.7) atende & prova circular,
neste caso especial nio ha diferenca entre o indice em cadeia e o indice direto.

A divergéncia que existe entre o indice em cadeia e o indice direto corres-
pondente (quando o ultimo nfo satisfaz a prova circular) tomara freqiiente-
mente o sentido de inclinacdo sistematica. Isto significa que, com # aumentan-
do, a razao Poi/Poi(t > s) afasta-se cada vez mais da unidade (para cima ou
para baixo, conforme o caso) . A fim de compreender isto, considere-se a diver-
géncia triangular.

(2.16) Dig = Py Py /" Py

82 Revue d’Economie politique, 1927,
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Em férmos de D; temos

P,
(2.17) P—Zi = Do1g Doss Dogy - Doy—1p -

Se a prova circular for valida, D = 1. De outro lado, pode ser muito prova-
vel que D seja, digamos, maior do que 1. Como exemplo, consideremos o indice
de SAUERBECK. Aqui

1 P, 1 Ds-2
T +1 _Z_J_‘*‘_

N g N Ps+1
2.18 piSau = .
( ) 0s+1s5+2 1 Z D5t Ps+ 2
N Po Ps+1

A formula (2.18) pode ser transformada por meio de
1 -
2.19) a Tw=127+t ooy,

onde z e y sio duas quaisquer variiveis; x e v, suas médias aritméticas dos N
valores; o. € o,, seus desvios-padrao; r.,, seu coeficiente de correlacdo.

A relacdo (2.19) é verificada, simplesmente, caso se escreva a férmula do
coeficiente de correlacdo e se reagrupem os térmos. (A férmula também é vali-
da, no caso de todos os somatérios serem tomados como pesos.) A equacio (2.19)
mostra que a média de um produto é maior ou menor do que o produto das mé-
dias, de acordo com o fato de as duas varidveis serem positivamente ou negati-
vamente correlacionadas. Fazendo, em (2.18)

= Ps+1 py = Ps+2 ;
Do Ps+1
obtém-se
(2.20) pSau -
- Ostis+2™ 4w 1y,

onde u =0./T; v=o0,/y sS40 essencialmente positivos. Falando na generalidade,
aquéles precos que mudaram menos do que a média de 0 a s + I, mudardo mais
do que a média de s + 1 a s + 2; portanto, 7., negativo e (2.20) maior do que 1.

O indice de SAUERBECK, se usado para encadeamento, tendera conseqiiente-
mente para cima. Através de argumento semelhante, ver-se-4 que o indice de
LaspeYRES terd o mesmo sentido para cima; ja o de PaAscHE, para baixo. Mas
no cruzamento (2.4) alguma inclinagdo para baixoc permanece, como ficou de-
monstrado experimentalmente por PEARsSON ®, Destas nossas palavras ndo se
deve inferir que o indice diretoc é certo, e o de cadeia, errado. Isto, evi-
dentemente, ndo pode ser decidido pelas simples consideracoes acima.

O método de cadeia foi generalizado por Gini*, dai resultando um método
aplicavel quer sejam os dados ordenados, ou nio, em série. O Autor italiano pro-
poe duas férmulas, as quais podem ser chamadas, respectivamente, “cruzamento
agregado” e ‘“cruzamento de dois pontos”.

ler M
@2.21) Plica_ T Zoa;
T 2 Do Ur

Gi.c.d.p.
(2.22) Poy&®® =VTrrPor Py -

Aqui, n, indica um produto acima de todos os pontos M que aparecem no
material em trabalho. A grandeza P,., em (2.22), é qualquer indice elementar.

Tanto (2.21) como (2.22) satisfazem & prova circular em tdda a extensdo do

3 Review of Ecomomic Statistics, May, 1921.
% Metron, Aug., 1931, pag. 10.

R.B.E. — 4
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cruzamento. Porque M =2, a (2.21) reduz-se a férmula ideal de FisHER. A
inconveniéncia dos cruzamentos de Gint é que recalculacdes devem ser feitas
quando se incluem mais dados. Isto, contudo, néo acontecera, freqiientemente,
em comparacdes geograficas de precos, para as quais éste método é fundamen-
talmente pretendido.

3. CRITERIO FUNCIONAL

Na aproximacio funcional, consideram-se precos e quantidades como se
ligados por certas relacées tipicas, ou, em principio, relagdes observdveis. Aqui
nio fazemos — como o fizemos na estocastica — a suposicao de que, idealmente,
os precos individuais devem mudar na mesma proporcio, desde que se passe
de uma situacio a outra. Fazemos face aos desvios da proporcionalidade e os
tomamos, meramente, como expressdes para aquelas sistematicas relacdes que
servem para dar significacio econdémica ao nimero-indice. O indice resultante,
em principio, aparecerd tio observavel, com a mesma precisdo, quanto o preco
de uma utilidade individual, contanto que se disponha dos dados necessarios.

fisses dados incluem algo mais do que mera colecdo de precos e de quanti-
dades associadas a cada situacdo; verdade é que, na pratica, os dados completos
nem sempre sio de facil obtencdo. Isto conduz a métodos de aproximacio €
limites nos quais se usam, em consideravel extensdo, formulas da espécie dis-
cutida no Capitulo 2. Mas, agora, ha uma diferenca fundamental: é que conhe-
cemos a questdo, para a qual procuramos uma resposta. E temos, por conseguin-
te, uma base para nosso julgamento em face das varias férmulas.

Ha diversas colecdes alternativas de dados, cada uma das quais é suficiente
para a definicio funcional do nuimero-indice. Subseqiientemente, algumas delas
serdo mencionadas. Para comecar, indicaremos certas propriedades gerais, que
os dados tém que possuir, a fim de que se torne possivel a definicio.

Consideremos qualquer par de situacdes, 0 e 1. Na formulacdo mais geral
do problema, estas situacOes podem diferir em qualquer nimero de assuntos:
varias espécies de populacbes, varias espécies de mercadorias negociadas, ou
consumidas, ou produzidas, etc.. Suponhamos que a despesa monetaria total seja
bem definida e quantitativamente observavel em cada uma das situacdes; sejam
elas g, e p:, respectivamente. Se os conceitos dos precos p: e quantidades ¢. sdo
definidos, aquela tem que ser igual a

3.1 o= 2 Pt -

Se cada uma das situacdes, 0 e 1, é caracterizada por uma série dada de
precos e quantidades, ¢, € o: serdo (3.1) dois numeros dados. Na aproximacio
funcional éstes ndo devem ser considerados assim, mas capazes de certa varia-
¢do, isto €, a despesa dentro da situacio 0 pode assumir valores diferentes, e,
semelhantemente, em relaciao a I.

Faca-se, agora, a suposicido de que dispomos de certo critério, pelo qual se
nos torna possivel saber, objetivamente, se uma pessoca que, em 0, gasta uma
importéncia g, estd ou ndo, nas mesmas condi¢ées de riqueza que outra pessoa
em I, gastando uma importancia .. Caso ambas as pessoas estejam igualmente
“ricas”, as duas importancias podem ser chamadas equivalentes. Ou: go== ¢:
Se tal fato existe, temos

3.2 Pg;‘"c = % (quando pj, & p, s equivalem),
0

como a definicdo do numero-indice funcional de precos entre 0 e 1. Até aqui
a definicdo €, naturalmente, apenas formal; seu valor pratico depende de pos-
sibilidade de se achar, realmente, um critério objetivo de equivaléncia. Antes
de nos dedicarmos a isto, notemos que a idéia de ser “rico” estd presente, duma
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forma, ou doutra, como elemento essencial as teorias dos estudiosos dos nimeros-
-indice. KNUT WICKSELL ®, por exemplo, diz: “... Miiste man zu diesem Zwecke
die verbrauchten Werengatungen selbst und ihre relative Bedeutung fiir die
wirtschaftenden Individuen anstellen...”

Kontis toma “Konstanter Bediirfnisstand” como o critério® através do qual
se define o verdadeiro indice. GINI* apresenta um argumento para definir
igual riqueza mercé da igualdade do “nivel médio” das utilidades marginais dos
bens individuais. BowLEY ® define o numero-indice do custo-de-vida, em funcio
da pergunta: “Que mudanca na despesa é necessiria, depois de uma alteracio
de precos, para obter a mesma satisfacdo que dantes ?” E BORTKIEWICZ ® exige
que “... der dem Arbeiter im Zeitraum 2 zuzubilligende Geldlohn... ihm die
gleiche Gesamtbefriedigung sichert, wie der Geldlohn, der ihm im. Zeitraum I
zustand, oder anders ausgedriickt, dass der Reallohn ... gleich hoch bleibt.”

RovaL MEExER * estd de acdérdo com o ponto de vista de BowLEy. KEYNES @
diz: “Duas colecbes de bens sdo equivalentes, quando éles representam... as
coisas que sdo compradas por... duas pessoas de igual sensibilidade e na posse
de iguais rendas reais de utilidade.”

HaBERLER *® toma posicdo semelhante. ALLEN # e STAEHLE* definem a equi-
valéncia da despesa pelo fato de que as duas combinacdes de quantidade consi-
deradas se encontram no mesmo lugar de indiferenga, num dado mapa
de indiferenca.

Poderiamos citar, ainda, grande ntumero de outros autores, que mais ou
menos explicitamente adotem a definicdo (3.2), que parece, verdadeiramente,
a Unica plausivel; pode ela ser aplicada n2o sdOmente aos indices do custo da
vida, como, também, aos indices gerais de pagamentos deferidos, precos de
atacado, etc..

Como -podemos, pois, obter critérios objetivos para o estado de “riqueza”
igual ? Isto exige, antes de mais nada, que segreguemos certo grupo de indivi-
duos, ou seja o grupo definicional para o ntmero-indice em questdo, como, por
exemplo, familias de trabalhadores, no caso de indice do custo-de-vida; ataca-
distas (ou talvez varejistas?), no caso de um indice de precos por atacado, etc..
Suponhamos que a questdo grupo definicional se acha resolvida. Em segundo
lugar, deve-nos ser possivel observar objetivamente um ou mais parametros,
w, v, ..., A, que caracterizam o comportamento de um individuo tfpico no grupo
definicional, e 0s quais podem ser tomados como indicadores do igual “estado
de riqueza”. Chamemos a ésses parametros de parimetros de comportamento.
Suponhamos nos seja possivel observar objetivamente — dentro de cada uma
das situacdes consideradas — as covariacées entre as despesas em dinheiro e os
parametros de comportamento. Seja esta funcdo, para a situacio ¢,

(3-3) Pt=Pt(;l.,zl,...,)\).
O indice funcional de precos entre 0 e 1 — o qual, agora, pode ser chamado
indice geral paramétrico — serd, entdo:
(ﬂ sy vey )\)
3.4) pher B 0
Py (M,V, caey )\)

% Em Geldzins u. Giiterpreise, Jena, 1898, pig. 12, STAEHLE (Intern. Comp. of Food Costs,
pig. 4) considera WICKSELL um dos autores que desistiram da tentativa de encontrar definigdo
para o “verdadeiro” numero-indice. Isto parece nio estar correto. WICKSELL verificou a impossi-
bilidade de fazé-lo sobre base atomistica, mas percebeu, ao mesmo tempo, a possibilidade
funcional, conforme a citagio acima indica.

Mencionado segundo BorTKIEWICZ, Nordisk Statistisk Tidskrift, Bd. 11, pag. 18.
Metron, 1924, Vol. IV. Ler, especialmente, as péags. 16, 22, 140 e 144.

Economic Journal, 1928, pag. 223.

Nordic Statistical Journ., 1932, pag. 17.

Encyclopedia Britannica, artigo soébre “Cost of Living”.

4 Treatise on Money, Vol. I, pag. 97.

Der Sinn der Indexzahlen, 1927, pdgs. T7-83.

Economica, May, 1933.

Review of Economic Studies, June, 1935.

I AR
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Geralmente P, dependeri de u, v, ..., A. Mas, compreensivelmente, as
fimg()es 01 € po podem ser tais que (3.4) seja independente déstes parametros e
dependa, sdmente, das notacdes 0 e I1. Se isto acontece para quaisquer
situaces 0 e 1, diremos que o indice satisfaz & condicdo da proporcionalidade
da despesa. Neste caso, uma pequena despesa 0 e uma grande despesa 0 devem
ser multiplicadas pelo mesmo namero, a fim de que se obtenha a equivalente
despesa 1.

A formula (3.4) atende & prova circular idénticamente em p, v, ... A, € @
quaisquer que sejam as funcdes o (sob a Unica condicio de que elas sejam de
valor Unico) . Adotando, assim, uma base tedrica apropriada, atendemos a um
desejo da maioria dos estatisticos praticos, o que se nao pode virtualmente sa-
tisfazer com as usuais féormulas do tipo atomistico. Neste trabalho, consideremos
varios métodos de construcido de parametros de comportamento.

4. O METODO DA INDIFERENCA

O método parte do conceito de um mapa de indiferenca e de um indicador
para o individuo tipico do grupo definicional. O mapa de indiferenca é a familia
de lugares de indiferenca ou superficies de indiferenca, no espaco N-dimensional
de quantidades ¢’ ... ¢¥. A definicio é dada segundo a usual maneira de
EpcEwORTH, FIsHER, PaReTOo. Uma funcido de indiferenca é qualquer funcao de
Q' ... @7 constante ao longo de qualquer lugar de indiferenca, ou, em outras pa-
lavras, que tem os lugares de indiferenca como suas superficies de contérno.
Uma funcdo de indiferenca que tem, malis, a propriedade de crescer monotoni-
camente, quando passa de um lugar de indiferenca a outro (preferido ao pri-
meiro), é um indicador de escolha, ou, simplesmente, um indicador.

Se
“.1) I=1I(d...q¢¥), ou, mais brevemente, I =I(q),

€ um indicador, qualquer funcio T(q) obtida mediante transformacio monoténi-

ca crescente, isto é, por uma transformacao
4.2) T=FW,

onde F é uma funcio monotdnicamente crescente de uma variavel, serd, tam-
bém, um indicador. Registramos assim as derivadas de I:

2
w9 oo L
aqh aqh gk
O vetor cujos componentes sdo I* ... I" indica a dire¢do da preferéncia (normal

da superficie de indiferenca).

Supondo que haja um indicador, I(g), para o grupo definicional em ques-
tao, compreende-se que o individuo tipico tem os mesmos gostos (mas néo
necessariamente os mesmos recursos) nas varias situacdes consideradas. Esta
suposicao restritiva pode, naturalmente, ser feita apenas para comparacio, entre
lugares ndo muito diferentes ou pontos de tempo nédo por demais remotos.

Ademais disso, temos que fazer uma hipoétese em relacdo ao comportamento
estratégico do individuo tipico. Admitiremos que éle se esforca em tornar méa-
ximo I(g), na suposicado de que sua despesa total é dada, bem assim de que a
confronta com certas fun¢des de preco (do ponto de vista déle, estas serdo fun-
coes de fornecimento) :

(4.3) *=Tr ... ) ou, resumidamente, p=m:(q),
com flexibilidade,

h
v a1 k
@“.9 Tehk (gt ... o) = LI
agk 7r:'
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A rigor, ngo deveriamos supor haja sido dada sua despesa total, mas, so-
mente, que ela se acha circunscrita na equacio supra. Na pratica, as duas
suposicées chegam ao mesmo, exceto nos casos extraordindrios em que o con-
sumo ultrapassa o ponto de saturacdo.

Quando a despesa t €é dada, a superficie de orcamenio é
(4.5) 7rt1 (qI qN) . qi + ... + Tiv (qI qN) qN= py ou z"'tq‘_“l’t .

Se (4.3) é independente dos ¢ (mas dependente, é claro, de £ e h), (4.5)
é um plano. O ponto de equilibrio em ¢ é

(4.6) ¢. = um ponto na superficie (4.5), que torna maximo I(q).

A correspondente situagdo do preco de equilibrio é
4.7 pe = m(q) .

(4.6) é a definicdo geral do ponto de equilibrio. Se as derivadas parciais
existem e sfo continuas, eis a solucdo de (4.5), e as condigdes de tangéncia

I 1e N
(4.8) . dp, 9 p; 3 py
g a¢? (';qN

(4.8) expressa a Lei de GosseN generalizada, quer dizer, que as “utilidades
marginais” sio proporcionais aos “gastos marginais”.
A expressao geral para as ultimas é

dp, 1 .
(49) *—,f = 7I‘zl 1 + h— zz 7r? qk . Tgch .
aq y

Se x.* depende somente de ¢* (4.9) reduz-se a

d py

4.1
(&.10) o

= (1 4+ 7)), onde (411  aF =M

Se os precos sao constantes, (4.10) reduz-se ainda mais a

9, 3
No caso (4.12) passa um, e somente um, multiplo do orcamento — agora

um plano — para cada ¢. Naturalmente sua normal (o vetor de preco p) em
virtude de (4.8), tem que correr na direcio de preferéncia através de g, que
determina o plano unicamente (uma mudanca proporcional em todos os precos
e na despesa monetaria dard certamente o mesmo plano). Podemos, pois,
assim, falar, sem ambigiiidade, do “plano de orcamento através do ¢”. No
caso geral, diferentes multiplos de orcamento podem ter a mesma normal em q.
E-nos licito, agora, falar da “superficie { de orcamento através de g”.

As quantidades de equilibrio q: s&o funcées de

(4.13) ¢ =E (), ou g, =E,(p) .

Trata-se das func¢ées de ENGEL para t. Elas descrevem como — em t — o
consumo de varias utilidades muda com a despesa total. Cada funcio pode ser
representada como uma curve uni-dimensional de ENGEL. A cole¢cdo completa
das funcdes de ENGEL (4.13) define uma trajetéria uni-dimensional — a fraje-
toria de expansdo de despesa, ou mais curto, a trajetoria de expansdo — no es-
paco N-dimensional de quantidade. Cada situacdo ¢ tem sua trajetoria. Se

(4.3) é independente de g, os precos sdo de trajetoria constante. O Grafico 1
representa um caso dessa ordem, para N =2. .
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Associam-se a cada ponto numa trajetéria dada, um valor de o e um valor
de I. Fazemos a fundamental

(4.14) Suposicdo de monotonicidade. Ao longo de qualquer trajetéria de ex-
pansio, o e I mudam sempre no mesmo sentido.

A funcio
(4.15) p = p(D)
tem valor Unico, se (4.14) £6r valido.

Nos térmos de (4.15), o indice funcional — agora chamado indice definido
por indiferenca -—- sera

Py (I)
(4.16) P = S
()
(4.16) é, naturalmente, um caso especial de (3.4) e, conseqgiientemente, sa-
tisfaz & prova circular. Atende, também, & prova de proporcionalidade. Certa-

mente, se x* = cn*, sendo ¢ uma constante independente de k, temos ::1"" = 7\;0”
e, portanto, 9o,/ 9q" = cop,/2q". Conseqiientemente, se o, € qualquer pessoa 0, a
despesa 1, o: =cC.p dard o mesmo ponfo de equilibrio, isto é, ¢: = ¢q.,, de modo
que P,/ =c para qualquer ¢,, ou seja, para qualquer I. Demonstra ésse argu-
mento que qualquer par de situacdes com pregos proporcionais, ou funcées de
precos, tem a mesma trajetéria de expansao, e com variacées proporcionais de
despesas ao longo da trajetoria.

g2
¥

> g
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(4.16) também satisfaz & maioria das outras provas, o que é plausivel afir-
mar. No caso geral, (4.16) dependera de I, caso contrario teremos proporcio-
nalidade de despesa.

5. A TEORIA DOS LIMITES

Se um indicador I(g) é dado, ¢ cada situacio for caracterizada por uma
colecio de pregos, ou por uma colegdo de funcbes de preco, um indice de pregos
perfeitamente definido pode ser — como ficou demonstrado no capitulo 4 —
construido entre qualquer par de situacgbes. Voltemos, agora, ao problema da
aproximacio do indice assim definido, mediante o uso de uma colecdo menos
completa de dados. Em primeiro lugar, vamos considerar os limites. Para escla-
recer a situacdo, hi que discutir, também, certos argumentos que nao dao limi-
tes, fato em que, geralmente, se acredita.

Picou, KEYNES, GINI, KOoNUs, BORTKIEWICZ, BOWLEY, ALLAN e StaEHLE, estu-
daram a questio. HA muita confuséo com respeito as suposicoes feitas e pro-
posicoes formuladas por éstes autores. E precisamente o que tentarei fazer, ao
mesmo tempo aduzindo provas. Como regra, os autores acima mencionados par-
tem de — explicita ou tacitamente — precos localmente constantes (multiplos
do orcamento linear) . A seguinte exposicdo mostra que isto é desnecessario, em
grande parte.

6.1) ' By@ = X 7o) - 4,

onde os m sao definidos por (4.3), é a despesa monetaria, total, empregada para
(comprar ¢ na situaciio 0. Por amor 3 sintese: R.(q) é o valor de g em 0, ou o

?2 ?2
éoH o

I(Qo/
/
I
|
|}

z

valor de 0 em ¢. Esta definicio é aplicivel, caso os precos tenham, ou nio,
trajetéria constante.

£ especialmente interessante comparar um ¢, arbitrariamente dado, com
um ¢, que fica na trajetéria de expansdo para a situacdo 0 (o que equivale a
dizer que isto sera, para certa despesa monetaria, o complexo de equilibrio sob



200 REVISTA BRASILEIRA DE ESTATISTICA

as funcgées 0 de preco); por brevidade, g, é 0 adaptado. Esta comparacio con-
duz a

Proposicdo geral de adaptagdo. Qualquer complexo g, com o mesmo valor
0, como um certo complexo q,, adaptado a 0, pode dar, no maximo, a mesma
satisfacdo que q,, isto é,

(5.2) Se R.(q) = Ri(q.); ¢, adaptado a 0, entdo I(q) <I(q.).

Isto resulta, simplesmente, da definicdo de equilibrio. Com efeito, se
R,(q) = Ro(q:) e I(q) > I(q), @ nao satisfaria a (4.6). As figuras 2A e 2B
dao exempio de duas mercadorias.

Mostra o raciocinio que o sinal de igualdade & direita em (5.2) sOmente
vale se ¢ =¢q., ou a adaptacdo de equilibrio ndo é Gnica (como na Figura 2b).
Temos, portanto, ainda a proposicao

se R,(q) = R.,(qu)
¢, adaptado a 0
g nao igual a q
adaptacido Unica !

P2

(5.3) 1 entdo I(q) < Ie(qw).

Se admitirmos (4.14), temos malis
(5.4 Se R.(q) < Re(q), qo adaptado a 0, entdo I(q) < I(q.).

De fato, consideremos a superficie da despesa 0 através de ¢ (o Grafico 3
representa a situacio para N =2). Suas coordenadas correntes g satisfazem a

(5.5) Ry (D = By (9

Deixemos ser ¢, a interseccio entre (5.5) e a trajetéria de expansio 0.
Entio R.(q) = R.(q,), q» adaptado a 0, assim que por (5.2) I(q) <1I(q). Mas,
como pela hipétese, Ri(q) < R.(q,) e, conseqiientemente, R.(q,) < Ro(q.), temos,

pela suposicdo de monotonicidade, I (qi;) < I(q), de modo que a fortiori
I(q) < I(q,). (5.2) e (5.4) podem ser resumidos.

(5.6) Se R.(q) =< R.(q,), q, adaptado a 0, entdo I(g) <I(q,).

Inversamente, qualquer complexo ¢, que da a mesma ou mais alta satisfa-
cdo do que o complexo q.,, adaptado a 0, ha de ter o mesmo ou mais alto valor
do 0 do que q,, isto é,

(5.7 Se 0(q) =1I(q.), g adaptado a 0, entdo R.(q) = R.(q.).
Realmente, se R.(q) < R.(q.), teriamos, por (5.4), I(q) < I(q.).

Mas, de I(q) << 1I(q.) nédo podemos concluir R.(q) = R.(q,), isto € que um

complexo que é mais 0-dispendioso que certo complexo 0-adaptado pode dar
menor satisfacdo, como, por exemplo, o ponto ¢ no grafico 3.

As proposicoes acima contém, apenas, um complexo que é adaptado ao equi-
librio, ou seja, sdmente para um dos complexos consideramos a correspondente
situagdo de preco. Malis tarde consideraremos duas situacoes de precos.

(5.2) e (5.6), onde a premissa concerne & despesa, sdo facilmente lembra-
dos, porque a mais alta satisfacio sempre toca & situacdo adaptada ao equi-
librio. ‘ .

A base axiomatica das proposicdes acima é apenas (4.6) e (4.14), — servin-
do as curvas nos graficos 2 e 3 meramente como ilustragdes e nio como provas.
Se for desejado, uma parte das conclusées pode ser relacionada & converidade
das superficies de indiferenca.
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Vamos, agora, passar & consideracido de certos limites e critérios especiais.

Critérios de Prcou. PIicou define a variacio no Dividendo Nacional, entre
dois periodos, como a proporcdo das rendas em dinheiro dividida pela mudan-
ca do nivel de preco; em outras palavras, como a propor¢ao das rendas defla-
cionadas. Na obra Wealth & Welfare, éle considera, especialmente; o caso de
uma renda constante em dinheéiro, reduzindo assim o problema a analise de um
indice de precos. Este processo, diz éle, é somente “para simplicidade de argu-
mento — nenhuma diferenca em substancia é feita.”* Isto ndo é bem correto,
porque nao se leva em conta o problema, no todo, da proporcionalidade da des-
pesa. Mas, deixando isto de lado, por momento, consideremos seu raciocinio
sObre o indice de precos. Picou quer construir um bardmetro que sempre se
desloque com a situacio de precos na direcdo oposta & satisfacio total obtida
por uma pessoa, com uma despesa constante em dinheiro; nao acha tal baro-
metro, mas formula o que podemos chamar

(5.8) O primeiro critério de Picou. Se as formulas de LASPEYRES e PAASCHER
indicam uma mudanca de preco na mesma direcdo, a satisfacdo total obtida
por um individuo, com uma renda constante em dinheiro, tem que ser alterada
no sentido contrario.

Picou, por isto, e mais ou menos heuristicamente, adotou a média geomé-

trica entre éstes dois indices, isto é, (2.4) como uma aproximagcdo ao barbmetro
procurado.

(5.8) é correto, mas pode ser apurado assim:

Proposigdo (5.9). Se a férmula de LaspEvres indica uma queda de precos,
a satisfacdo obtida por uma pessoa, com uma renda constante em dinheiro,
deve ter crescido. Se a férmula de PaascHE mostra um aumento de precos, a
satisfacdo deve ter diminuido.

% Wealth and Welfare, 1912, pag. 34.
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Além disso, estas proposicoes valem nio sdmente para o caso de precos de
trajetoria constante, considerado por Picou, mas, também, de modo geral, caso
adotemos apenas as ‘seguintes definicdes, ligeiramente generalizadas:

Ritge) _ X m1(g0) -0
Ro(q0) 2 7m0(q0) - g0

pPa _ Bilg) _ X m) .
o1

Ro(q1) 2 Tl - at

Para os precos de trajetéria constante, naturalmente, (5.10) e (5.11) reduzem-
-se & (2.2) e (2.3).

(5.9) estd provado destarte: Se R:(q.) = Ri(qs) e R.(qs) > Ri(q.) de modo
que R.(q.) < R.(q.), temos por (5.4), I(q) <« I(q:). Semelhantemente para a
ultima parte de (5.9).

Depois, na obra Economics of Welfare, Picou considerou o barémetro de
satisfacdo diretamente, sem raciocinio através de uma despesa constante. Esta
analise é mais adequada, porque nio supde proporcionalidade da despesa. Picou
quer um barémetro direto, que se movimente no mesmo sentido da satisfacdo
total, e considera, para éste fim, as proporg¢bes obtidas mercé da deflagio da
renda relativa em dinheiro pelos indices de precos de LASPEYRES € PAASCHE res-
pectivamente, isto é,

(5.10) ple

(5.11)

P_] 1 pl. 1

e © P,
Po pyp Po Pot

(5.12)

fle formula, assim, o que pode ser chamado

(5.13) O segundo critério de Picou. Se as duas razodes (5.12) sao maiores
(ou menores) do que a unidade, a satisfacio total deve ser aumentada (ou
diminuida) quando passa de 0 a 1.

A proposicio é correta, mas pode ser melhorada para:

Proposicdo (5.14). Se a primeira proposicdo em (5.12) é maior do que a
unidade (a segunda menor do que a unidade), a satisfacdo total tem que ser
aumentada (ou diminuida) .

Realmente, (5.12) sdo as razodes

B (qn) o Rolgn)
R;(q0) Bo(q0)

Se a primeira é maior do que a unidade, I(q.) > I(q,), por (5.4). Se a segunda
¢ menor do que a unidade, I(q) < I(q,).

A natureza das conclusdoes de Picou pode também ser demonstrada, sob a
seguinte forma:

A

(5.15) se Pl# < 1, ¢, adaptado a 0, entdo P (1) =1,

(5.16)  se Pl > 1, g, adaptado a 1, entdo P)* (1)) 21,

onde, por brevidade, I, =1I(q.), I, =1I(q). (5.15) — (5.16), deduz-se direta-
mente de (5.9), em conexdo com a hipétese de monotonicidade.

O problema de Picou: medir a variacdo de satisfacdo sob despesa monetaria
constante é fundamentalmente diferente do de construir um indice funcional de
precos, o qual constitui o problema de medir a variacdo de despesa em dinheiro,
sob satisfacdo constante. O primeiro problema é essencialmente atingido pela
arbitrariedade do indicador de escolha (compare-se (4.2)), enquanto o segundo
ndo o é. Isto implica diferenca fundamental na natureza das conclusoes. De
fato, se f(x) e g(x) sdo quaisquer funcdes monotoénicamente crescentes, que
satisfazem f(1) =g¢(1) =1, f(P.*) e g(P.,™) podem ser colocados no lugar de
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P, e P,®* sem causar qualquer mudanca no raciocinio de Picou. Sua longa
analise nada contém para distinguir P,” e P, de f € g. Seu uso da palavra
“limites” é, conseqiientemente, injustificado no todo. A comparacido de (5.15)
— (5.16) com (5.25) — (5.26) mostra como muito mais se acha contido nas
proposicdes desenvolvidas, posteriormente, por HABERLER.

Diversos autores, por exemplo KEYNES ¥ ¢ STAEHLE *, acreditam que a analise
de Picou realmente fornece limites para o indice de pregos definido pela indi-

ferenca. BEstes equivocos mostram como é facil introduzir idéias préprias nas
obras de outros.

A identidade de GiNI. Enquanto Picou buscava um bardémetro de troca na
satisfacdo total, GINI pesquisava outro, baseado na utilidade marginal, distin-
guindo o poder psiquico ¢ o econémico da capacidade aquisitiva do dinheiro. O
primeiro é simplesmente algum indice de prego; usualmente, aquéle Autor usa
o de LaspEYRes. O segundo é a razdo inversa da utilidade do dinheiro, w./w:,
onde o: designa a nominal utilidade marginal da moeda na situacio 7, isto é,
a razio comum (4.8). GINI também considera um terceiro conceito: o indice
da utilidade marginal (“le nombre-indice de l'utilité économique des marchan-
dises”), definido, exatamente, como um dos usuais indices de precos, sdmente
com as utilidades individuais marginais, u.* ... u* e 4/ ... 4,", inseridas em vez
dos precos. Por exemplo: os indices de utilidade marginal de LASPEYREsS €
SAUERBECK .

1 %
ULa - 2“1 qgo USau ¥ .
Tug =" v E u

% Fcon. of Welfare, second edition, 1924, pé.g 54,

# KgrYNES, em A Treatise on Money, Vol. I, pag. 111, desenvolve um duplo llmlte para o
indice de precgos funcional e diz: “Foi conseguido, por exemplo pelo Professor Pigou.”

4 STAEHLE, em Intern. Comp. of Food Costs, pag. 75, refere-se ao emprégo, por Picovu,
da palavra limites e declara que a teoria de Picou contém os elementos essenciais da de
KonNUs (1924). Isto nf#o se pode asseverar, porque Konis considerou, realmente, os limites
dos indices de precos definidos pela indiferenca.

9 Meiron, 1924, pag. 17.

5%  Metron, 1924, pig. 141.
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Em virtude das equacdes do equilibrio sob os precos de trajetdria constante,
temos

(.17 = Ee U =Rt Vgt
e, semelhantemente, para qualquer nimero-indice que satisfaca & prova de
proporcionalidade.

GINI considera a mensuracdo de w,/w: como um dos objetivos principais da
construcao  do ntmero-indice. Vé-se, em (5.17) que a razao sera simplesmente
medida pelo indice de prego, se o nivel médio das utilidades marginais é o mesmo
nas duas situacbées ™. Mais precisamente: o indice de preco a ser usado para
medir w./0; € aquéle cujo analogo expressa a constiancia do nivel da utilidade
marginal. A isto podemos chamar identidade de GINI.

GIn1 apresenta, ainda, outro argumento®, que, na minha opinido, é muito
insatisfatorio. Também aqui éle usa as trés nocodes definidas acima. Os térmos
s@o exatamente os mesmos. Mas nao tém o mesmo contetido légico, pois, se o
tivesse, a proposicdo seria:

0

(5.18) se Upf=1 e PLg=T"0

wy
= La wg Pa
entdo Py < or < Pyt

e isto ndo faz sentido. A segunda igualdade na premissa resulta da primeira
por (5.17) e, se valida, a conclusdo (5.18) é falsa.

A maneira mais certa de corrigir éste argumento parece ser, agora, inter-
pretar o “indice de I'utilité économique des marchandises” como “satisfacido to-
tal”, I, e o “pouvoir économique d’achat” como (4.16) . Se fizermos isto, inver-
tendo os sinais, a conclusdo de GinI torna-se equivalente aos limites desenvol-
vidos por HABERLER, trés anos depois, ou, mais precisamente, ao limite duplo
ao qual os limites de HABERLER se reduzem no caso de proporcionalidade de
despesa.

Os limites de Kontis. O primeiro que realmente considerou limites para o
indice de precos pela indiferenca definida foi Konts, o qual expde explicita-
mente, as proposicées (5.2), (5.4) e as usa para provar duas proposicoes que
noés formulamos, como segue:

(5.19) Se R.(q) = Ri(q.), (q: adaptado a 1) entdo Pu™* = Pu™(I.); (Limite
superior de Konus)

(6.20) Se Ri(q) = Ra(Q1), (g, adaptado a 0) entao P, (I,) z Pozpa; (Limite
inferior de Konts)

onde, por brevidade, I, =1I(q), I,=1(q.).

Konts prova seus limites para precos de sentido constante, mas a proposi-
cdo é geralmente verdadeira se adotarmos apenas (5.10) e (5.11). A fim de

provar (5.19), seja g, o ponto na trajetéria de expansio 0, que é indiferente
a ¢, isto é, I(q.) =I(q.). Entao

5 91 plnd 0.) = Ri(q1) — pla M
(5.21) o 00 = Ry(z) = Te(z0) - Falao)

L. Metron, 1924, pag. 22.

® Toc. cit., pag. 141,

8 Loc. cit., pig. 148.

5 Boletim Econdémico. Conjuncture Institute de Moscou n.° 9/10, 1924 (russo). Conhego
seu trabalho através do relato de BorTKIEWICZ em Nordisk Statistic Tidsskrift, Vol. II, pags.
18-20_. KonUs recorre a mais um argumento sbbre a diferenca entre os sinais > e . Visto se. =
0 Gnico sinal de interdsse na pratica e, também, o mais simples, emprego-o com exclusividade.
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Pela premissa e (5.2), I(g) =I(q.); dai I(g.) =1(q,), conseqilentemente por
(4.14), R.(q.) = R(q,) . Assim, a primeira fracdo & direita em (5.21) ndo é
maior do que a unidade e a ultima fragdo é a unidade, dada (5.19).

Para provar (5.20) temos, apenas, de permutar 0 e 1 e observar que
(5.22) Plo pPe = y; P (. PIM(I) = 1 (para qualquer I).

Se temos a proporcionalidade da despesa, os dois limites de Konts reduzem-
-se a um limite duplo para o mesmo namero, P,/*. Mas, como assinala Konus,
se pode, em geral, tomar isto por base.

Para demonstrar a natureza da aproximacio obtida pelos limites de KonNts,
podemos escrevé-los

(5.23) g—lg% = PI" (1), se R.«(q) = Ri«(q,), sendo g: adaptado a I;
0140,

AGY , se Ri(q,) = R.,(q.), sendo q, adaptado a 0.
Rolgo)

Noutras palavras: o limite superior e o inferior sdo o mesmo numero, a
saber, aquéle que teria dado o indice correto da indiferenca definido, se os dois
pontos observados houvessem sido equivalentes. Somente se isto for quase cum-
prido, a aproximacio serd boa (compare-se a condicio do limite duplo, desen-
volvida, mais tarde, por KEYNES) .

A condicio superior de KoNts exige que o ponto basico fique na superficie

do orcamento através do ponto do objeto, enquanto a condicdo inferior requer
que o ponto do objeto fique na superficie do orcamento através do ponto basico.

Se ambas as condigbes forem cumpridas simultAneamente, pode-se dizer que os
dois pontos sdo mutuamente orcamentdrios. Logo, tém que ser, também equi-
valentes, isto é, I(q.) = I(q.), porque, pelo raciocinio acima, I(q.) = I(q.) e
I(q,) = I(q,). Ainda mais, na superficie de orcamento 0, através de ¢, nenhum
ponto exterior ¢, equivale a g,, se a adaptagdo é Unica, isto €, devemos entdo ter
mesmo q.=q,. Na pratica, o atendimento simultdneo a ambas as condicdes de
Konts é, pois, caso trivial, quando os pontos comparados ficam no mesmo mapa
de indiferenca.

Os limites de HaBerLER. HABERLER desenvolveu dois limites que valem para
qualquer par de pontos de equilibrio, sem outras condicoes®. Formulamos a
proposicao assim:

v

(5.24) PIM(1)

(5.25) se ¢, é adaptado a 1, entdo,P/™ (1) = PI® (Limite inferior de HABERLER).

2

(5.26) se ¢,, é adaptado a 0, entdo,Pfy = PI"(I)) (Limite superior de HABERLER).

z

Como antes, consideremos Ea. Se aa ¢ adaptado a 0 e I(q) =1 (6}), teremos,

gracas a (5.7), Ro(q:) = R.(q,), que é (5.25) . (5.26) fica provado por comutacio
de 0 e 1, usando (5.22) . Estas provas ndo supdem precos de trajetéria constante.

Se temos proporcionalidade de despesa, os dois limites de HABERLER reduzem-
~se a um limite duplo. Na sua andalise original, HABerLER admitiu essa hipotese
e foi eriticado por BorTKIEWICZ . HABERLER o admite ”, em principio, mas pensa
que a proporcionalidade da despesa é mais ou menos valida em caso de pequenos
deslocamentos no mesmo mapa da indiferenca.

A proposicdo de HaBerLER d4 um limite superior, justamente naqueles casos,
em que a proposicio de Kontis apresenta limite inferior e vice-versa. Bastante

8 Der Sinn der Indexzahlen, 1927. A natureza dos limites de KoNiis e HaBerrLER Sd0, pois,
muito diferentes. Nio me é possivel, portanto, concordar com StaEHLE quando diz (Intern.
Comp. of Food Costs. véig. 77): “A teoria de HABERLER j4 havia sido desenvolvida por Konis”.

% Magazin der Wirtschaft, Berlin, 1928, pag. 427.

51 Weltwirtschaftliches Archiv, 1929, II péag. 6.
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curioso é que isto nio foi percebido por BorTkIEwWICcZ. Foi STAEHLE 0 primeiro
a utilizd-lo (veja-se abaixo) .

Limite duplo de KEynNes. KEYNES® provou a proposicio que formulamos
como segue:

Se ¢, é adaptado a 0, ¢ adaptado a 1, I(q.) = I(q.), entdo

(5.27) Pt = PIM(1) = PI® onde I=1(q) =1(.).

Isto resulta diretamente de (5.25) e (5.26), porque I,=1I.. A prova de
KEYNES é mais complicada, porém correta. Implica monotonicidade ao longo de
uma linha (onde toédas as quantidades individuais mudam proporcionalmente)
em vez de (4.14) . Na regido de substituicio (onde a direcio preferencial possui
todos os componentes positivos) a monotonicidade da faixa é valida.

Mais tarde BORTKIEWICZ® e ALLEN ® provaram (5.27). Nenhum déstes trés
autores percebeu o carater perfeitamente comum de (5.27). Se sabemos que
¢ € q: sio adaptados e equivalentes, o indice definido pela indiferenca pode
ser exatamente calculado, quer dizer, como a razio R:(q:)/R.(q.). Nestas cir-
cunstancias, derivar limites para éle, é “brincar de esconder”. Foi STAEHLE quem,
primeiro, indicou isto .

O método da isodespesa de STagHLE. Aplicando, ao mesmo tempo, os limi-
tes de HABERLER ¢ KONUs, STAEHLE® desenvolveu um método que, em forma
simplificada e algo mais sistematizada, pode ser descrito assim: suponhamos
sejam dadas duas situacoes de preco, 0 e 1, e as trajetdérias de expansdo corres-
pondentes (dados completos de ENGEL para 0 e 1I). O grafico 4 representa a
situacdo para N =2 e os precos da frajetéria constante. Comecemos num ponto
¢. na trajetoria da expansao 0 (no grafico, marcado, por brevidade, com 0, em
vez de ¢,) . Construamos a superficie do orcamento 0 através désse ponto; ela
cruza a trajetoria da expansdo I num ponto ¢: (no grafico, por brevidade, mar-
cado como 1). Através déste ponto, tiramos a superficie do orcamento 1; ela
corta a trajetéria 0 num ponto g/. Através déste, tiramos a superficie do orga-
mento 1; ela cruza a trajetéria I em g/, e assim por diante. Em duas dimensées,
obtemos a linha ziguezague do grafico 4. As linhas pontilhadas s3o linhas de
indiferenca.

Sejam R,,R/ ... e R;, R/ ... as despesas monetarias nos varios pontos nas
duas trajetorias de expansio; I,,I/ ... I,, I/ ... os niveis de indiferenca através
déstes pontos. Empregando alternadamente os limites de KoNtis e HABERLER,
obtém-se

RI Ind RI
(5.28) " PInd(1) “ Ry (q) = By (gp)
R] Ind /7' R'I ]
7|0— = P01 (Io) = E Rl (qg) = R1 (ql)
\ 1
_RL_PInd/I') i R(' _..R('
R'o"ot\z"R;) 0 @) = By ()
R' R"
=l () = L R, () = R, (g,
R =%o1 ( 0) - B 1(40) = 1(11)

0

88 A Treatise on Momney, I, pags. 110-111.

50 Nordisk Statistisk Tidsskrift, Bd. 11, péag. 21.

@  EFconomica, May, 1933, pag. 204.

6. The Review of Ecomomic Studies, 1935. BorrkiEwicz de fato afirmou que a condigdo
I (q)) = I (q,) ndo pode, via de regra, ser observada (Nordisk Statistisk Tidsskrift, Vol. II,
pag. 22). Nido percebeu, porém, o ponto principal, a saber, que, mesmo se fésse possivel observi-la,
seria inutil.

¢ The Review of Economic Studies, 1935.
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‘Isto é o método da isodespesa. Deduz-se, de uma observacido ao pé da exposicido
dos limites de Koniis, que aquéle método da boa aproximacio, apenas, quando
as duas trajetérias de expansdo estdo bastante préximas uma da outra. A com-
paracdo entre duas trajetérias sera mais exata, se feita através de uma traje-
toria intermediaria. Quanto mais proximas as trajetdrias individuais, melhor.
Conhecer um sistema muito fechado de trajetérias é equivalente a conhecer as
proprias superficies de indiferenca. Neste Ultimo caso, o indice de indiferenca
pode ser exatamente calculado.

6. A TEORIA DAS APROXIMACOES

Vamo-nos, agora, & questdo de como uma aproximacdo ao indice definido
pela indiferenca pode ser obtida por algum método, nio essencialmente ligado
a0 estudo dos limites superiores e inferiores.

4 aproximacdo de BowLEy. Num ponto importante, ésse método precisa de
correcao. O argumento corrigido desenvolve-se como segue: sejam dados

Do, Qo, D: ¢: e Precos de trajetoria constante. Seja ?11 o ponto na trajetéria de

expansio I, equivalente a g,, ou, I(q.) = I(g,). O indice definido pela indiferenca
é, entédo

. P (1) = B (1) _
(6.1) (Io) o(qo) onde I, =1I(q,).

O problema consiste em determinar aproximadamente o ¢., equivalente a
g¢.,. Valendo-nos dos térmos de segunda ordem da expansao de TavLOR, chega-
mos a

(62) @) —1@ =5 5G-H+ 5 Zulf G- @ -4,

63) h—=3, -,

onde I.*=1I"(q.),I* = "*(q:). Inserindo (6.3) em (6.2) e observando que sob
precos de trajetéria constante I.* =— w:p:*, onde ®w: — nominal utilidade mar-
ginal monetaria — é independente de h, obtém-se

1
(6.4) () —I(g)= - T (@ prt+wa po) (91 — 90);
semelhantemente,
_ 1 _ - @y + @y
(6.5) I@—1I(q= S @ tep)@G—w=——F—Xn@—aw,

sendo o: a utilidade nominal do dinheiro em 'q:. Essas duas equacoes, juntas
com I(q.) =1I(q.), determinam Zp.q;,. Isto di a aproximacao seguinte:

Quad (7 ) L prlwr ot org)tw X poldo— g1 |
(wr + @1 X po g0

Reagrupando os térmos, pode-se escrever:

(6.6) PQued (1) = pBowy (pQuad gy @0y G L po—g)
( @y ) 2 po (wy g0 + &1 41)

onde

(6.7) P‘l]ilow - 2 pilgo+ g ; sendo A = @y ‘

Po (g0 + N\ q) @,
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O paréntese 3 direita em (6.6) estara perto de 0, porque, passando de q, &
posicio equivalente .q., “a utilidade do wltimo délar” mudara inversamente
como o nivel de preco. BowiEy acentua isto, para a expressao (6.6), mas ha,
de fato, muitos outros caminhos para arranjar os térmos a fim de obter um
resto sbbre o qual algo semelhante possa ser dito.

A média ponderada de g, e g: em (6.7) nido deve ser substituida pela média
simples, como em (2.5). Isto introduzird tendenciosidade sistematica. Por
exemplo: se 0s g¢: sdo, em média, muito maiores do que os ¢, correspondentes,
éles hao de ser ponderados, porque assim se tornam ainda mais importantes
(porque o./w0; é, agora, maior do que a unidade) . Através de (2.5), sua impor-
tancia seria atenuada. BowLEy chega a férmula tendenciosa (2.5), porque de-
senvolve (6.5) somente até & primeira aproximacao, enquanto usa a (6.4) até
a segunda aproximacio.

Se os dois pontos ¢, e g: sio de fato equivalentes, (6.7) geralmente ndo da
o valor correto, 3p.q./Ep.q,. Isto constitui um obstaculo. Ademais, (6.7) né&o
assinala o ponfo na trajetéria da expansdo, & qual o indice se refere.

O método de despesa dupla. A expansido quadratica pode ser utilizada de
outra maneira, que, parece, é mais interessante. Sejam 0 e I duas trajetérias de
expansido dadas, sendo constantes os precos. Consideremos um ponto g, sébre

z

0 e g: sbbre 1. A condicdo de equivaléncia é, segundo (6.4),

(6.8) (wr pr— &g po) +{wg ZPo @t —wg L Prgp)=20,

sendo ¢ = Zp.qs © p: = Zp.q: as despesas, em dinheiro, ao longo das duas trajeté-
rias. Num ponto de equivaléncia, temos aproximadamente® w:p: = wsp,. A con-
dicdo de equivaléncia pode, portanto, ser escrita:

(6.9) X P Q- X Po g = XPodo- X2 Prdc-

Ao primeiro membro de (6.9), a saber,

(6.10) Dog=2XZp191-Xpodr>

chamaremos despesa dupla ao longo de I (tendo 0 por base). E um numero
observavel, que pode ser calculado em qualquer ponto ao longo de 0. Semelhan-
temente D, , ao longo de 0. A igualdade entre D, e D, indica a indiferenca. A
raiz quadrada de Do,

(6.11) Co=VIZoria-Zrod,

pode ser chamada despesa cruzada ao longo de I1; é a média geométrica da des-
pesa atual ao longo do trajeto I e a despesa que se adaptaria aqui com os pre-
¢os 0. C ilustra a natureza do principio de equivaléncia (6.9), mas para calcula-
¢ao pratica, D sera, provavelmente, mais conveniente.

Equacionar a despesa dupla ao longo das duas trajetérias, como fizemos em
(6.9), € o mesmo que definir a equivaléncia por qualquer das duas condicdes,

(612) QG = Qe o = Oy,

sendo os @, indices de quantidade de LASPEYRES e PaascHE. Se tentarmos definir
a equivaléncia, pondo um indice de quantidade igual a 1, enfrentamos nio
pequenas dificuldades, porque os usuais indices de quantidade nio satisfazem
4 prova de inversao e, também, porque os indices de LASPEYRES e PAASCHE nao
conduzem ao mesmo resultado®. (6.14) representa uma maneira interessante
de evitar estas dificuldades.

% Sob o regime de proporcionalidade das despesas, essa equagio & valida segundo (7.13).
% Ver, por exemplo, STAEHLE, Intern. Comp. of Food Costs, pag. b

Ty
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A natureza do método da despesa dupla é também ilustrada pelo fato de
que, em caso especial, se reduz & férmula “ideal” (2.4). Com efeito: sejam
9 e ¢: dois pontos fixos (que ndo se movem ao longo das trajetérias) . Suponha-
mos que estas sdo linhas retas através da origem. As coordenadas do ponto sdbre
0 e 1, s0, pois, A.q." e Lq:*, sendo os parametros variaveis A, independentes de .

Os valores de A que tornam iguais as despesas duplas sio

(6.13) M=V I - X X a & Pod

e a razao correspondente entre as despesas locais é AZED.q./MZPg. , isto é, (2.4).
Incidentemente, isto representa um modo de deduzir (2.4); mostra que a férmu-
la “ideal” estd relacionada ao feixe das trajetérias de expansao.

Na préatica, as curvas de ENGEL sdo sOmente conhecidas em pontos discretos.
A interpolacido tem que ser usada, portanto, para determinar os pontos de equi-
valéncia. Ademais disso, dados estario disponiveis para um niumero limitado de
mercadorias representativas. Estas s30 as mesmas dificuldades praticas que
se encontram em t6das as obras sb6bre os nimeros-indice.

O Método da dissimilaridade, de STaHLE. Seja g um complexo arbitrario
e ¢ um complexo adaptado a 0. Se as quantidades individuais em ¢ sio quase
proporcionais aquelas em g,, STAEHLE © diz que os complexos sdo similares. Nesse
caso, todos os desvios

4
(6.14) 4 M
g0 2 P00

sdo pequenos. O ultimo térmo em (6.14) é a média ponderada das razoes a/q.
Medido a partir da prépria média, o desvio é

q 2 P00
(6.15 — , =00
) a0 X pog

A média dos valores absolutos déstes desvios, usando novamente os valores
0 como pesos, é a medida de dissimilaridade de StaEmiE (tendo 0 por base),

H

Zpoqo-Ei-————}:poqo—l}f ,
6.16) V= 90 X pog Lyl me _maw |
: X 1o do | T pog Z po g0 |

Obviamente D = 0. Ademais, D=2, porque, se T e ¥ sio quaisquer variaveis,
2|z —y| = =|z| + =|y|.Portanto, D < 1 + 1. Como os p e ¢ sio duas nio-negati-
vas D =2, quando, e sbmente quando, nenhuma das mercadorias g se encontra
em q.-

Seja ¢, um ponto fixado na trajetéria da expansio 0, e ¢ outro ponto nesta
trajetéria. Se partirmos de g =¢q,, Obviamente D =0. Como ¢ se movimenta
para fora e para dentro, StaemLE acha, empiricamente, que D aumenta pratica-
mente de maneira monoténica. Assim, ao Iongo da trajetéria 0 o minimo de D
indica o ponto que é “equivalente a @,”. Também, quando g varia ao longo de
outra trajetéria, digamos 1 (enquanto @, estd ainda fixado em 0), STAEHLE acha,
empiricamente, que D tem um minimo mais ou menos definido. A dnica dife-
renca € que, agora, o minimo nio serai 0, mas, geralmente, uma quantidade
positiva. Incidentemente, isto pode ser interpretado como uma dissimilaridade
irreduzivel, criada pela diferenca entre a situacdo de preco 0 e 1. Em todo

caso, éle toma o ponto ¢., onde se encontra o minimo, como equivalente a ¢,. O

indice de precos, neste nivel de indiferenca, serd, conseqiientemente, =p.q./=p.q..
Isto pode ser feito para qualquer ponto ¢, na trajetoria 0, estabelecendo, assim,
uma relacdo correspondente um a um entre os pontos nas trajetérias 0 e 1.

% Archiv fir Bozialwissenschaft, June, 1932, e Econometrica, 1934, péag. 64.

R.B.E. — 5
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Graficamente, D pode ser representado por uma superficie sébre o plano
(pop) . O vale de dissimilaridade marca a combinacdo equivalente de ¢ € o1
Na pratica, o vale, naturalmente, nao serd definido com exatiddo matematica,
mas, todavia, com suficiente exatiddo para dar uma idéia de rendas que sio
equivalentes®. ’

7. O METODO DA FLEXIBILIDADE ¥

3

Sejam I e J dois indicadores, isto é, I=F(J), sendo F monotonicamente
crescente. Daqui, dI/dJ, (d log I)/(d log J), (d log (d1/dJ))/(d log J), ete.
sdo funcoes de indiferenca. Sao, até, indicadores, se mudam monotonicamente
com I (ou J). Pode ser dificil observar I ou J diretamente como fungodes de ¢
sObre o espaco inteiro, mas, de quando em quando, uma das funcdes derivadas
pode ser acessivel & mensuracao, fornecendo, dessarte, um critério observavel
para a equivaléncia de despesa, mesmo entre pontos remotos. Esta, a base do
método de flexibilidade, que sugeri ha trés anos®. O método pode ser formulado
em térmos mais gerais do que os que empreguei origindriamente, entdo encon-
trando certas objecdes®.

Definigdo da despesa real. Seja r.(I) uma funcdo — para o instante con-
vencionalmente escolhido — que expressa a despesa real ac longo da trajetéria 0
tomada por base, como, por exemplo

(7.1) 7,(0) = ¢.(I) =despesa em dinheiro ao longo da trajetéria de base. A
despesa real, r, em qualquer ponto, ¢, pode entdo ser definida como
(7.2) r=r,(l), onde I=1I(q).

Fiste r serd uma funcio de indiferenca, mesmo um indicador se r,(I) é mo-

notdnicamente crescente. Seja 7 o conceito obtido, usando I como base; 7.(I),
a funcdo convencional ao longo de 1. Entao

T (D)
3) T ()

Se for possivel formular a convencio de modo que (7.3) se torne indepen-

dente de I, e ainda r, respectivamente r, uma expressio plausivel para a des-
pesa real, essa convencido especial deve ser adotada.

No caso de proporcionalidade de renda, isto conduz a (7.1). De outro modo
(7.1) é mais ou menos arbitrario. Qualquer que seja a convencao, r € uma fun-
¢ao de indiferenca.

O problema também pode ser interpretado como de deflacdo: E possivel des-
cobrir um numero que, dividido por qualquer ., dé o r correspondente? No
caso da proporcionalidade de despesa, P, é um ntumero dessa espécie, mas
nao no caso geral. De fato, o emprégo de P.™, aqui, significaria que na trajeto-
ria 0, escolhida convencionalmente por postulado, o “nivel de preco do rico” é
igual ao “nivel de prego do pobre”, enquanto em qualquer outra trajetéria nao
tem que o ser (P, é sempre independente de I, mas P."™ nfao o é). Para
tratar o caso geral adequadamente, temos de introduzir também o fator da de-
flagdo, P,(I) para confrontos ao longo da proépria trajetoria de base. Entao,
temos em 0

po ()
Po(l) -

(74 o (I} =

% Ver Fconomelrica, 1934, péigs. 67 e 68.

67 Apresento meus agradecimentos ao Sr. TJALLING KoorMANS, de Amsterdam, temporiria-
mente em Oslo, por ter lido o manuscrito da Seccio T e sugerido varios melhoramentos.

% New Methods of Measuring Marginal Utility, Tiibingen, 1932, Secgdo 9.
% Em particular, os de Allen, Economica, Maio 1933.
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Assim, 7,(I) e p.(I) sdo apenas dois modos de exprimir a convencido da des-
pesa real. Quase sempre, usaremos P,(I). (7.1) significa que P.(I)=1.

O fator de deflacio em qualquer outra trajetoria £, sera

(7.5) P,(I) =P, (I). PIM(1).

Deflacionando ¢: por P., obteremos o mesmo r que Se o fizéssemos através de
(7.2) . Esta razdo — a despesa real — ¢, portanto, uma funcido de indiferenca.

e _ e ) _
@8 "D= 5 = PO P)

Desde que I é uma funcgio de r, o € P: sdo também. Aplicando &sse critério,
obtemos, mercé de uma diferenciacio logaritmica (7.6),

d log »; -1+ dlog Py 1
(@] dlogr n dlog r 1 — d log Py
d lOg Pt
A derivada
doy _ ( d log Py )
(7.8 o P {1+ dlog 7

pode ser chamada a trajetéria do dispéndio marginal; é analoga a (4.10) e
expressa o custo, em dinheiro, da aquisicdo de uma unidade adicional de despesa
real.

Fazendo, por brevidade,

d log Py

7.9 P =
(7.9) 'S g by

temos
(7.10) dlog o _ 1_1,)0 (se o: € equivalente a o) .

dlogpo 1—P1

Isto se deduz de (7.7), porque P.,.™ = g./¢0 (se o: equivale a g .

Utilidade e flexibilidade do dinheiro. Seja. ¢ qualquer ponto e dg um
pequeno deslocamento na direcio (dq’ ... dg”). Geralmente, a razdo dI/dg:
dependerd do sentido. Mas, se ¢ é um ponto adaptado a ¢, ndo dependera dela;
é, entdo, simples utilidade nominal do dinheiro, w: (a razio comum (4.8)),
isto &,

dar

(7.11) o = (sendo d tomado ‘em qualquer direcdo, partindo de um

do:
ponto adaptado a t). Realmente do:=3Zw(Qp/9¢"/dq" o que, por (4.8), é
(szIhdqh = (Dtdl.

Em analogia com (7.11), consideraremos a utilidade real de dinheiro,

dI
(712) = T = 10(1').
E uma funcio de indiferenca. Segundo (7.8),
_ow(n) w(r)
(713) wp = dpt =

dlogPt)
dr P‘(1+dlogr

Isto mostra que, além das “utilidades marginais” ponderadas das mercadorias
individuais (4.8), podemos considerar outra — no equilibrio igual ao resto —
quer dizer, a utilidade ponderada da despesa real. E completamente analoga
aquela das mercadorias individuais. Compare-se 0 denominador no segundo
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membro em (7.13) com (4.10)™. A analogia, porém, apenas aparece quando con-
sideramos o caso geral dos precos individuais de trajetéria nao-constante. Na
pratica, os precos individuais sdo, em regra, de trajetéria constante, mas P
nio o é. Isto pode enganar-nos por analogia falsa ao definir a utilidade real
do dinheiro, w, por

7.14 Wy = () , 0 que se reduz a ow: = i@_quando Py=1.
(7.19 !
o Py v Py

Se fizermos isto, w geralmente ndo serd uma funcio de indiferenca. A técnica
estatistica, entdo, serd embaracosa e deselegante (se nao tivermos proporciona-
lidade de despesa) .

‘Consideremos, além disso, a flexibilidade do dinheiro,
v e dlguwl)
(7.15) W= (#r) = Thog s

E uma funcio de indiferenca, porque w e r o sdo™. Empiricamente, ela aparece
mudando monotdonicamente com r, de modo a ser até um indicador. Dai, a equi-
valéncia da despesa pode ser medida pela igualdade da flexibilidade do dinheiro.

i pode ser expresso em térmos de dados #; temos, apenas, de exprimir

do./dr em (7.13) segundo P, e tomar a derivada logaritmica. Isto da

, dPt
(7.16) W= o Py dlog pr (d tomado ao longo da trajetéria %),
1—P, (1—P,)¢
onde
(7.17) 5= —%ﬂt— (d tomado ao longo da trajetéria ).
0g Pt

(7.16) mostra que a flexibilidade do dinheiro u5, tomada com respeito a
despesa real, ¢, geralmente, néo a mesma que a flexibilidade nominal, o, , toma-
da ao longo da trajetéria £. Mesmo se os precos individuais sdo de trajetéria
constante, P; pode nio ser e, por conseguinte, conforme (7.16), w e o s3o diferen-
tes™. w é independente da funcio convencicnal P,, mas W néo o é.

A colecdo de referéncia independente. A fim de desenvolver um método

de mensurar w, efetivamente, dividamos em duas a cole¢gdo completa de N mer-
cadorias, sintéticamente chamadas, “nao-alimento” (mercadorias N° 1,2, ..., n)
e “alimento” (Ns. n + 1, ..., N). Notamos as quantidades da ultima assim:
x, 2, ..., " (m=N-—n).

Supondo que o indicador pode ser transformado em

(7.18) I(g....gM)=V@ ...+ U@E.. . 2w,

V e U dependem, sdmente, das variaveis indicadas. Digo, entdo, que 2’ ... =™
é uma colecio de referéncia independente. Se tal transformacido existir,
ela ¢ univocamente determinada & parte de uma transformag¢io arbi-

% (7.13) - derivado, aqui, como conseqiiéncia tedrica — atenderd, plenamente, 4 objegic
levantada por ALLEN, loc¢. cit., em meio da pag. 193. Indica (7.13) que minha férmula €, de
fato, valida sob o regime de proporcionalidade das despesas, segundo Se presumiu em New
Methods. ..

7 Nio posso concordar com ALLEN, que caracteriza isto como “condigdo impossivel”, (Econo-
mica, Maio 1933, pag. 208). Pelo contrario, julgo muito plausivel que w seja funcio de indiferenga.
A andlise acima indica até que isto n3o é condigdo mas, antes, uma conseqiiéncia teérica que,
geralmente, resulta quando se adota o sistema apropriado de definigdes.

7 ALLEN, loc. cit., pag. 207, parece argumentar como se w e w, fOssem idénticos: “Uma
segunda derivada... sendo os precos constantes...”

-]
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traria linear (monotdnicamente crescente®). Com efeito, se F(V4+U) =V + U

sendo V independente de z' ... z™ e U, de ¢ ... q", conseqiientemente
F(U V) = (pU/9x*)/(U/x*) deve ser independente de ¢’ ... ¢, o que
— quando V verdadeiramente depende de ¢* ... ¢" — implica F’ = constante.

z

O argumento é aplicavel mesmo se qualquer uma das subcole¢cdes consistir de
uma mercadoria s0.

Suponhamos que as funcbes de precos de fornecimento para a colecio ali-
mento si&o independentes. Seja H(x' ... ™) o preco da mercadoria N.° h, que
prevalece em f quando z* ... z™ sAo tomados. A adaptacio dentro da cole¢do
alimento fica entdo — quando a despesa total do alimento & é dada — com-
pletamente determinada, isto é, independente dos outros dados. Podemos, por-
tanto, definir a quantidade de alimento, z, utilidade marginal de alimento, u(r),
e o preco total de alimento, H., justamente como definimos 7, w(r) e P.. H;
serd uma funcio de r. Semelhantemente, P: é uma funcéo de r. Isto conduz a™

@.19) w(r) % {x)
’ d log Py ( d log H
Pt(T)(I—I-dlZZTtT)) Ht(x)(l—i-—dlzzxt(x)

que é analoga & equacgdo do equilibrio para duas mercadorias individuais. Se-
gundo (7.19), = torna-se — sob ¢ dado — uma funcdo x=E.(r).

Portanto,
(7.29 w(r) = oy(r) . u(x)
onde o: é uma funcdo de 7, '
, dlog P () .
7.21) @ = Bi() ( 1+ dlog v _ Py(r) 1= Hy(z)
(7. ) = d leg Hy (2) T 1—p ) Hy ()
Hy(z) ( 1 +'——d—logT ¢
T = Ei(r) »

sendo H. — em analogia com P, — a derivada logaritmica de H: com respelto a
%;. Se os indices de precos relativos P., € H,: sdo determinados por algum mé-
todo de aproximacdo, por exemplo o método iso-despesa de STAEHLE, ou pelo
meu método de despesa dupla, e uma das funcoes P, por exemplo P,(f) e uma
das funcdes H, por exemplo H,(t), sio escolhidas convencionalmente, r e T sio
conhecidos, E:(r) é, portanto, uma funcdo observavel de ENGEL, e, em conse-
giiéncia, o:.(r) uma funcido observavel para cada €.

Para as rendas reais, 7. e r; em 0 e 1, tal que x, = x:, obtemos, segundo (7.20) :
(122) log w (rg) — log w (r)) _ log ag (ro) — log ey (ry)
’ log 19 — log 14 log 19 — log 7y
A férmula (7.22) d4 uma medida de flexibilidade média w sbbre a extensio
(ror). Se r, e r: estdo suficientemente proximos, temos, mais ou menos, um
ponto de medicio de w. Isto é uma generalizacio do método isoquantitativo

2

ao caso, onde a proporcionalidade de despesa nao é suposta ™.

O segundo membro de (7.22) é independente da funcdo convencional H,(z),
pois os térmos H no numerador de (7.22) sao

(se 29 = z7) .

1 —H 1 —H —H
7.23 log 0 _ log L= log ! Ifo +log Hyy .
Hy H 1—H;

Por (7.10), cujo analogo vale para H, porque & é equivalente a &, (7.23)
reduz-se a log (&./& - d log E/d 1ogk.), o que é independente de qualquer fun-
cdo arbitraria H. Reducdo similar nio tem lugar com os térmos P.

7 PARETO trata tanto esta como as demais questdes sObre topografia do campo de selecdo,
de forma muito pouco satisfatéria.

% P, denota, em (7.19), depender de 7, e, em (7.5), de I Isto ndo causari confusdo.
s New Methods, pag. 385.
7% Breve serd publicado um estudo mais pormenorizado, contendo graficos, etc..



214 REVISTA BRASILEIRA DE ESTATISTICA

Comparacdes distantes, A flexibilidade w, assim medida, pode servir para
fazer comparacdes distantes de precos. Consideremos quatro trajetdérias 0 e I
muito juntos, 2 e 3 também juntos, mas afastados do primeiro par. O indice do
preco relativo P, pode ser construido por um dos métodos de aproximacio aci-
ma citados. E uma funcdo, digamos, de pPulg.) . Similarmente, Ho(Eo), Paslps)
e H.(E). Mas os métodos de aproximaciaoc néo dio indice algum Pe.

Consideremos as flexibilidades da trajetéria ao longo de 0 e 2. Acham-se
ligadas pela relagao

d log I‘;og
14 &g dlogpg
1—Pog (1 — Pyt

(7.24) 14 &= (para pontos equivalentes em 0 e 2).

Com efeito, seja w. a flexibilidade real do dinheiro obtida fazendo P, = cons-
tante. E uma funcio de indiferengca. Ao longo da trajetéria 0 &, conforme
(7.16), igual a o,. Ao longo de 2 seu valor é obtido inserindo em (7.16)

P, = P,P,, onde P, = constante. Pondo em equacio as duas expressdoes para
wo, obtemos (7.24) .

Em (7.24) W, e s sS40 observaveis. Realmente, W € igual a 150, o que — visto
P,; e H,; serem conhecidos — pode ser calculado por (7.22), usando os dados ao

longo de 0 e 1. Os valores de 20, assim obtidos sdo por (7.23) independentes da
funcdo arbitraria H,. (A funcdo arbitraria P, é suposta constante.) Similarmen-

te, o & igual & medida de flexibilidade w. obtida quando se faz P, = constante e
usando (7.22) nos dados ao longo de 2 e 3. (Bste P. é, geralmente, diferente

daquele que corresponde ao P, = constante.) Os valores de w. assim obtidos séo
independentes da funcdo arbitraria H..

Py em (7.24) nao é conhecido, mas o sera, logo que a equivaléncia entre
os pontos em 0 e 2 seja determinada. E isto, por sua vez, resulta do fato
de que a equacio é satisfeita. Conseqiientemente, deveria ser possivel deter-
minar a equivaléncia por um processo de iteragao.

Se houver proporcionalidade de despesa entre 0 e 2, (7.24) da
(7.25) Wy = wg

O ponto de correspondéncia entre 0 e 2, definido por (7.25), parece, pois,
uma primeira aproximacao plausivel, Seja P.” o indice para a qual conduz.
Inserindo isto no segundo membro de (7.24), obtemos

5 (D

d log Pyg
1+ oy d log ps

(7.26) o ="——n + e
1—Bfg (1—B

que pode ser calculado em qualquer ponto ao longo de 2. A seguir, consideremos
o ponto de correspondéncia definido por

(7.27) 1+ & =209f .
Leva-nos a um indice P,™ que, inserido no segundo membro de (7.24), da4 uma
funcdo Q ;;) novamente comparavel a 1 + w,, etc.. Se o processo converge, obte-

mos o indice de indiferenca entre 0 e 2.

Como a Unica coisa comparada entre 0 € 2 é a magnitude de uma flexibilida-
de, que é um numero puro, o método pode ser formalmente aplicado, mesmo se
os dois pares nao incidirem no mesmo mapa. Eles podem representar populacdes
inteiramente diferentes, com mercadorias completamente diferentes etc.. Mas,
naturalmense (7.24) terda entdo um valor apenas mais ou menos heuristico. O
fato de conduzir a um indice correto de indiferenca, se 0os dois pares incidi-
rem, de fato, no mesmo mapa, é, porém, um ponto forte a seu favor.
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